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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Сучасний розвиток технологiй йде шляхом мiнiатю-
ризацiї та компактизацiї приладiв i пристроїв з одночасним зростанням їх по-
тужностей та складностi процесiв. Це стає можливим завдяки бiльш точним i
швидким розрахункам фiзичних величин, не лише за рахунок значного розвитку
чисельних методiв та схем, але i за рахунок вибору найбiльш точних фiзичних
концепцiй, якi дозволяють описувати необхiднi явища з мiнiмальними витрата-
ми потужностi розрахункiв. Мабуть одним з найважливiших прикладiв у iсторiї
фiзики є концепцiя мод, коли замiсть розрахунку руху окремих ступенiв вiльно-
стi системи аналiзується коливання усiєї системи на однiй частотi. Пiдхiд через
аналiз мод є одним з базових у рiзних областях фiзики, зокрема фiзицi твердого
тiла, кристалофiзицi, оптицi, електромагнетизмi, теорiї гравiтацiї та iн.

Хоча використання концепту мод є дуже широким, добре обґрунтованим
i вкрай вигiдним, його застосування зазвичай передбачає такi наближення, як
лiнiйнiсть систем або слабке затухання. Водночас при описаннi реальних си-
стем затухання грає дуже важливу, а часто i визначальну роль, тому врахування
його при описi систем з погляду мод стало важливим кроком у розвитку цьо-
го концепту. Нелiнiйнiсть систем з першого погляду унеможливлює введення
мод, але це вдається зробити у наближеннi слабкої нелiнiйностi. Бiльше того,
нелiнiйнiсть призводить до важливого ефекту взаємодiї мод, пояснення якого
наблизило до опису реальних фiзичних систем.

Ще одним кроком на шляху розвитку концепцiї мод став перехiд до кван-
тових систем, де класичне визначення втратило силу, адже коливання як вид
руху набуло у квантовiй механiцi iншого розумiння. Квантовi моди при цьо-
му не втратили своєї значущостi. I якщо в лiнiйному випадку без затухання
переформулювання на квантовi системи є зазвичай стандартною процедурою,
то перехiд до бiльш реалiстичних систем, з якими стикаються сучаснi нано- i
мiкротехнологiї, є дуже нетривiальним i досi невирiшеним у фiзицi твердого
тiла та у сумiжних областях.

Нелiнiйний вiдгук на зовнiшнє збудження характерний, зокрема, для кван-
тових дворiвневих систем, що представляють основу для побудови квантового
комп’ютера. Затухання ж є наслiдком контакту квантової системи з деякою iн-
шою системою, термостатом, i дисипацiєю енергiї у нiй за рахунок взаємодiї.
Ця взаємодiя з точки зору квантової механiки є досить складним процесом i
призводить до того, що чистi квантовi стани стають змiшаними, що значно уск-
ладнює опис. Ще одним наслiдком взаємодiї, що є невiд’ємним вiд затухання, є
декогеренцiя. Саме цi явища є обмежуючими для розвитку технологiй кванто-
вих комп’ютерiв та багатьох iнших нанотехнологiй, адже проблема створення
закритих систем виходить на перший план при зменшеннi масштабiв систем.
Водночас бiльш складна взаємодiя з зовнiшнiм середовищем, що передбачає
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окрiм затухання i декогеренцiї, наявнiсть, наприклад, адитивних або фазових
шумiв, є невивченою проблемою.

Важливим фактором при описi квантових мод є розмiрнiсть системи, i якщо
для одних явищ змiна розмiрностi призводить лише до кiлькiсних очiкуваних
змiн, то для iнших, в залежностi вiд розмiрностi, система може проявляти якiс-
но рiзнi властивостi, зокрема, проблема нескiнченої провiдностi для одно- та
двовимiрних надпровiдних кристалiв при температурах, вищих за критичну, або
дискусiя про стiйкiсть двовимiрних графенових плiвок. Метаматерiали та силь-
ноанiзотропнi матерiали проявляють ряд особливих властивостей, поширення
мод у таких системах має ряд притаманних їм явищ, зокрема явища негативної
рефракцiї, або резонанснi ефекти при збудженнi у них власних мод електронної
плазми.

Низка невирiшених фундаментальних i прикладних проблем щодо впливу
нелiнiйностi i затухання на еволюцiю i взаємодiю мод у квантових системах
рiзної розмiрностi i структури визначають важливiсть i актуальнiсть дослiд-
жень, проведених в данiй дисертацiйнiй роботi. Зокрема, розроблено теорiю
вiдгуку квантових систем на зовнiшнє збудження за наявностi як затухання,
так i частотних шумiв, що дiють на систему. Розвинено метод вiдокремлення
ефекту рiзних шумiв на статистичнi характеристики вiдгуку. Дослiджено муль-
тистабiльнiсть систем при взаємодiї iз зовнiшнiм термостатом, що є важливим
для вивчення розподiлу системи поблизу точок бiфуркацiї. Взаємодiя з термо-
статом i декогеренцiя може обмежувати точнiсть спектроскопiчних методiв або
точнiсть квантового годинника, i в дисертацiйнiй роботi вивчена можливiсть
цього для порожнистого фотонного кристалiчного волокна. Крiм того, дослiд-
жено квантовi ефекти у одновимiрному електронному вiгнеровському кристалi,
скiнченнiсть часу релаксацiй в якому можлива лише при врахуваннi нелiнiйно-
стi закону дисперсiї мод. Показано, що у двовимiрному листi графену поширю-
ються особливi моди, що обумовленi не потенцiальною ямою, як це є звичним у
квантовомеханiчних системах, а потенцiальним бар’єром. Нарештi, дослiдженi
джозефсонiвськi моди у пластинi шаруватого надпровiдника, якi в залежностi
вiд напрямку поширення, мають рiзну дисперсiю за рахунок анiзотропiї си-
стеми. Окрiм того, збудження таких мод призводить до аномалiй у взаємодiї
пластини з зовнiшнiм терагерцевим випромiненням. Саме це коло дослiджень,
якi мають фундаментальне та прикладне значення, робить тему дисертацiї ак-
туальною.

Мета i завдання дослiдження. Основна мета дисертацiйної працi поля-
гає у виявленнi специфiчних особливостей при поширеннi, взаємодiї, затуханнi
та декогеренцiї мод у нелiнiйних квантових системах iз скiнченною кiлькiстю
ступенiв вiльностi при врахуваннi взаємодiї з зовнiшнiм термостатом, джерела-
ми адитивних та фазових шумiв, в одно- та двовимiрних кристалiчних систе-
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мах, сильноанiзотропних пластинах шаруватих надпровiдникiв, i в дослiдженнi
ефектiв, викликаних цими модами.

Для досягнення поставленої мети було сформульовано наступнi завдання:
• розробити теоретичний метод вiдокремлення впливiв адитивного та ча-

стотного шумiв, якi дiють на квантову систему, у її вiдгуку на зовнiшнє збуд-
ження, при наявностi затухання i декогеренцiї у системi;
• дослiдити статистичнi моменти старших порядкiв для комплексної ко-

ординати осцилятора при його збудженнi поблизу резонансу за наявностi ча-
стотного шуму i розробити методику експериментальної перевiрки отриманих
результатiв;
• побудувати теорiю нелiнiйного вiдгуку гармонiчного резонатора, диспер-

сiйно зв’язаного з квантовою дворiвневою системою;
• дослiдити мультистабiльнiсть аргументальних коливань на прикладi ма-

ятника Дубошинського та знайти функцiю розподiлу системи за отриманими
модами;
• дослiдити вплив електромагнiтних мод вакуума на систему тонкої плiвки

i масивного тiла, що призводить до сили Казимира тяжiння плiвки до масивного
тiла за наявностi дисипацiй;
• дослiдити вплив сили Казимира на точнiсть спектроскопiї Лемба-Дiка для

атомiв у порожнинi фотонного кристалiчного волокна;
• розробити теорiю поширення електронних мод у вiгнерiвському кристалi

з урахуванням нелiнiйностi закону дисперсiї мод;
• дослiдити моди, локалiзованi на потенцiальному бар’єрi в листi графену,

i обумовлену ними електропровiднiсть;
• розвинути теорiю локалiзованих джозефсонiвських електромагнiтних мод,

що поширюються у пластинi шаруватого надпровiдника пiд довiльним кутом по
вiдношенню до площини шарiв у пластинi.

Об’єктом дослiдження є ефекти при поширеннi, iнтерференцiї, затуханнi
та декогеренцiї нелiнiйних мод рiзної природи у одновимiрних, двовимiрних та
шаруватих квантових системах за наявностi контакту iз зовнiшнiм середовищем
та джерелами шумiв.

Предметом дослiдження є статистичнi моменти старших порядкiв для ком-
плексної координати моди, заповненiсть рiвнiв мультистабiльних систем, сила
Казимира, ширина переходу атомного годинника, теплопровiднiсть вiгнерiвсь-
кого кристала, дисперсiйна залежнiсть локалiзованих мод в потенцiальному
бар’єрi листа графену i в пластинi шаруватого надпровiдника.

Методи дослiдження. Для вирiшення поставлених у дисертацiї задач були
використанi наступнi методи теоретичної фiзики: метод аналiтичного розв’язку
нелiнiйних диференцiальних рiвнянь; метод квантового кiнетичного рiвняння
для матрицi густини станiв; метод аналiзу комплексної координати кванто-
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вої моди; метод повiльних змiнних; методи знаходження мiжшарової рiзницi
фаз параметра порядку у шаруватому надпровiднику за допомогою вирiшення
системи зв’язаних калiбрувально-iнварiантних синусоїдальних рiвнянь Гордо-
на; метод трансфер-матриць для дослiдження коефiцiєнтiв вiдбиття шарува-
тої системи; метод аналiзу iнтегралу зiткнень у квантово-кiнетичному рiвняннi
Больцмана.

Наукова новизна отриманих результатiв.
1. Вперше розвинуто теоретичний метод вiдокремлення впливiв адитивного

i частотного шумiв для аналiзу динамiки квантової моди за наявностi її зату-
хання та декогеренцiї при збудженнi системи на частотi, близькiй до резонан-
су. Показано, як вивчення статистичних моментiв старших порядкiв системи
дозволяє виявити наявнiсть рiзних шумiв, що не є можливим виходячи з аналi-
зу лише спектру вiдгуку. Отриманi результати справедливi як для класичного,
так i для квантового осцилятора. Цей метод дозволяє вивчати властивостi вiд-
гуку систем на частотний шум навiть за наявностi адитивного шуму, що має
бiльший вплив на спектр системи.

2. Вперше отриманi аналiтичнi вирази для статистичних моментiв старшого
порядку комплексної координати моди за наявностi частотного шуму з рiзни-
ми статистичними властивостями, з урахуванням ефектiв затухання та декоге-
ренцiї. Отриманi i проаналiзованi асимптотичнi вирази для моментiв старших
порядкiв та кореляцiйної функцiї комплексної координати у випадках гауссiвсь-
кого, пуассонiвського та телеграфного шумiв. Показано, як аналiз саме старших
моментiв дозволяє характеризувати частотний шум, наявний у системi. Запро-
поновано схему проведення експериментальної перевiрки отриманих законо-
мiрностей для механiчного торсiонного мiкрорезонатора i доведено можливiсть
вiдокремлення частотного шуму вiд адитивного.

3. Вперше побудовано теорiю нелiнiйного вiдгуку гармонiчного резонато-
ра, дисперсiйно зв’язаного з квантовою дворiвневою системою. Показано, що
завдяки цьому зв’язку амплiтуда моди як функцiя вимушувальної сили прояв-
ляє гiстерезиснi властивостi, а при деяких амплiтудах зовнiшнього збудження
можуть спостерiгатися декiлька станiв системи. Зокрема, для випадку контакту
з дворiвневою системою, мода проявляє тристабiльнiсть. Ця специфiчна муль-
тистабiльнiсть пояснена особливою ефективною нелiнiйнiстю моди, що є на-
слiдком дисперсiйного зв’язку з квантовою системою. Розрахована швидкiсть
переходу системи мiж станами рiвноваги поблизу точок бiфуркацiї.

4. Вперше дослiджено функцiю розподiлу коливальної системи за модами
аргументальних коливань на прикладi маятника Дубошинського. Показано, що
у класичнiй аргументальнiй системi може формуватися псевдоквантовий спектр
вимушених коливань пiд дiєю локалiзованої сильнонелiнiйної зовнiшньої сили.
В залежностi вiд параметрiв системи вона виявляє декiлька станiв вимушених
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коливань, функцiю розподiлу за якими вперше знайдено у роботi.
5. Вперше вивчено ефект Казимира впливу квантових мод вакуума на взає-

модiю тонкої плiвки та масивного тiла за наявностi дисипацiй при ненульовiй
температурi. Цей ефект призводить до виникнення сили тяжiння, яка складаєть-
ся з двох вкладiв, радiацiйного та дисипацiйного. Загальнi вирази для цих вкла-
дiв для випадку тяжiння тонкої плiвки до масивного металу вперше отриманi
та проаналiзованi у дисертацiї.

6. Вперше дослiджено вплив сили Казимира на точнiсть спектроскопiї Лемба-
Дiка ультрахолодного атому стронцiя у фотонно-кристалiчному волокнi. До-
слiджено ширину спектральної лiнiї i вплив на неї рiзних факторiв, зокрема
ефекту Казимира взаємодiї зi стiнками порожнини та взаємодiї атомiв одного з
iншим. Дослiджено час декогеренцiї стану захопленого атома в залежностi вiд
часу його затримки у порожнинi та вiдстанi вiд мiсця його захоплення до краю
порожнини. Оцiнена точнiсть оптичного атомного годинника, який побудова-
ний таким чином.

7. Вперше побудовано теорiю теплового транспорту у вiгнерiвському кри-
сталi, що супроводжується взаємодiєю електронних мод. Показано, що саме
нелiнiйнiсть закону дисперсiї i врахування мiжмодового розсiювання дозво-
ляє коректно описувати динамiку термiчного врiвноваження системи. Отримана
теплопровiднiсть одновимiрного вiгнерiвського кристалу з урахуванням ефек-
тiв такого мiжмодового розсiювання.

8. Вперше дослiджено вплив густини електронних мод, локалiзованих на
потенцiальному бар’єрi, створеному електричним полем, на електропровiднiсть
листа графена. Завдяки специфiчнiй будовi поверхнi Фермi в графенi iснують
моди, якi локалiзованi поблизу потенцiального бар’єру i поширюються вздовж
нього. Розраховано електропровiднiсть листа графену у виглядi суми вкладiв за
модами.

9. Вперше вивчено поширення локалiзованих джозефсонiвських мод у пла-
стинi шаруватого надпровiдника, для довiльного напрямку їх хвильового век-
тора по вiдношенню до площини шарiв. Знайдено i проаналiзовано закон дис-
персiї таких мод в залежностi вiд параметрiв системи. Показано, що проход-
ження терагерцевого випромiнення крiзь зразок може бути суттєво пригнiчено
за рахунок збудження локалiзованих джозефсонiвських мод у пластинi. Окрiм
того, показано, що зовнiшнє стале магнiтне поле за рахунок нелiнiйностi джо-
зефсонiвської плазми може впливати на поширення лiнiйних мод, змiнюючи,
зокрема, тензор ефективної проникностi зразка.

Практичне i наукове значення отриманих результатiв полягає в тому,
що результати дослiджень доповнюють i розширюють наявнi уявлення про
поширення, декогеренцiю та взаємодiю лiнiйних та нелiнiйних мод квантової
природи. Зокрема, розвинуто метод вiдокремлення впливiв частотного шуму
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вiд адитивного i знаходження його статистичних характеристик за допомогою
аналiзу статистичних моментiв старших порядкiв комплексної координати ос-
цилятора. Цей метод перевiрено в експериментi з торсiонним мiкрорезонатором
пiд дiєю телеграфного частотного шуму. Отриманi в дисертацiї результати що-
до мультистабiльностi моди, зв’язаної з квантовою малокубiтною системою,
можуть бути використанi, наприклад, при аналiзi типових зарядових кубiтiв,
зв’язаних з надпровiдними модами порожнин, або кубiтiв на основi куперiвсь-
ких пар, зв’язаних з наномеханiчним резонатором у дiючих експериментальних
установках. Проведений аналiз важливий для розумiння границь мiнiатюриза-
цiї багатьох нанопристроїв, зокрема магнетометрiв або квантових годинникiв.
Саме вплив електромагнiтних мод вакуума у зазорi на атом i оточуючi його
макроскопiчнi тiла може лiмiтувати точнiсть спектроскопiчних методiв. З iн-
шого боку, результати, що стосуються систем з шаруватим надпровiдником,
можуть бути використанi при розробцi приладiв терагерцевого дiапазону, зо-
крема, контрольованих фiльтрiв терагерцевого випромiнювання. Цей дiапазон
частот є важливим з точки зору багатьох практичних застосувань у системах
безпеки, медичнiй дiагностицi, контролi навколишнього середовища.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, викладенi в дисертацiї,
отриманi дисертантом самостiйно. В дослiдженнях, що виконувалися зi спiвав-
торами, здобувачевi належить визначальна роль у постановцi задач, вирiшених
у дисертацiї, формулюваннi основних iдей та методiв дослiдження, проведен-
нi найбiльш складних аналiтичних i чисельних розрахункiв, а також виконаннi
контролю та перевiрцi результатiв, отриманих iншими спiвавторами.

У статтях [1–3] здобувачем було розвинуто метод вiдокремлення двох ти-
пiв шумiв, що дiють на квантовомеханiчну моду, адитивного i частотного. Вiн
показав, як аналiз статистичних моментiв старших порядкiв комплексної коор-
динати не тiльки дозволяє вiдокремити вплив частотного шуму, але i вiдрiзняти
рiзнi типи шумiв, тим самим аналiзуючи їх природу. У працi [1] здобувачем
розвинуто цей метод i дана порiвняльна характеристика ефекту гауссiвського,
пуассонiвського та телеграфного шумiв. У працi [2] здобувачем детально про-
аналiзовано випадок телеграфного шуму, важливого з точки зору практичних
застосувань. У працi [3] результати, отриманi цим методом, перевiряються в
експериментi з торсiонним мiкрорезонатором, здобувач виконував всi теоре-
тичнi розрахунки, а також приймав участь у постановцi експерименту i обробцi
його результатiв.

У статтi [4] здобувачем показано, що дисперсiйна взаємодiя мiж гармонiч-
ною модою i дворiвневою системою призводить до ефективної нелiнiйностi
моди i неоднозначної залежностi амплiтуди коливань вiд вимушуючої сили, а
також проаналiзовано i узагальнено результати на випадок квантових систем,
що складаються з декiлькох кубiтiв. У статтi [5] здобувачем дослiджено функ-
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цiю розподiлу аргументальних коливань за дискретними рiвнями в залежностi
вiд енергiї системи, показано, що мультистабiльнiсть системи визначається ви-
сокою чутливiстю до початкових параметрiв.

У статтi [6] здобувачем дослiджено ефект Казимира впливу електромагнiт-
них мод вакуума на взаємодiю тонкої металевої плiвки i масивного тiла, з ураху-
ванням скiнченних дисипацiй у металi при ненульовiй температурi, що призво-
дить до сили тяжiння мiж плiвкою i тiлом. У статтi [7] здобувач вiдокремив в
температурнiй поправцi до сили Казимира складову, що залежить вiд затухан-
ня. Саме це дозволило проаналiзувати залежнiсть сили взаємодiї вiд ключових
параметрiв. У статтi [8] здобувач дослiдив вплив сили Казимира на точнiсть
спектроскопiї Лемба-Дiка, а отже на точнiсть атомного годинника, принцип дiї
якого базується на знаходженнi частоти дослiджуваного атомного переходу.

В статтях [9, 10] здобувачем дослiджено поширення квантових мод у низь-
корозмiрних системах. В роботi [9] здобувачем побудовано теорiю теплового
транспорту у вiгнерiвському кристалi, показано, що саме непружне мiжмодо-
ве розсiяння дозволяє отримати термокондактанс системи i визначає процес
переходу системи до стану термiчної рiвноваги. В роботi [10] здобувачем пе-
редбачено вплив локалiзованих на потенцiальному бар’єрi електронних мод на
електропровiднiсть листа графена.

В статтях [11–14] здобувачем дослiджено джозефсонiвськi електромагнiтнi
моди у пластинi шаруватого надпровiдника. Загальний огляд дисперсiйних вла-
стивостей мод у шаруватих надпровiдниках був зроблений здобувачем у стат-
тi [11]. У роботi [12] здобувач визначив аналiтично закон дисперсiї мод для
хвиль довiльного напрямку поширення вiдносно шарiв у пластинi. Вплив ге-
нерацiї локалiзованих мод на поглинання пластиною терагерцевих хвиль був
проаналiзований здобувачем в роботi [13]. В статтi [14] здобувачем дослiджено
вплив зовнiшнього постiйного магнiтного поля на тензор ефективної дiелек-
тричної проникностi пластини, а отже на розповсюдження лiнiйних джозеф-
сонiвських мод через пластину.

Статтi [6, 14], окрiм результатiв, представлених у основних положеннях да-
ної дисертацiї, мiстять результати, якi були представленi у кандидатськiй [1∗] та
у докторськiй [2∗] дисертацiях С. С. Апостолова. Результати, отриманi С. С. Апо-
столовим, не перетинаються з результатами, отриманими здобувачем. У стат-
тi [6] здобувачем визначенi основнi методи та iдеї дослiдження, зробленi прин-
циповi аналiтичнi розрахунки, виконаний контроль та перевiрка результатiв,
отриманих спiвавторами, а також проведений аналiз та узагальнення резуль-
татiв. У свою чергу, С. С. Апостолов виконував аналiтичнi та чисельнi розра-
хунки, а також проводив аналiз отриманих залежностей вiд параметрiв задачi.
У статтi [14] здобувачем проаналiзовано i дослiджено вплив зовнiшнього по-
стiйного магнiтного поля на тензор ефективної дiелектричної проникностi i на
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поширення джозефсонiвських мод, тодi як С. С. Апостоловим розроблено метод
теоретичного дослiдження електромагнiтного транспорту у зразку шаруватого
надпровiдника при взаємодiї його з незмiнним у часi магнiтним полем. Нижче
бiльш детально викладено результати здобувача та результати С. С. Апостоло-
ва.

У статтi [6] здобувач вивчив ефект Казимира впливу електромагнiтних мод
вакуума на тонку металеву плiвку i масивне тiло, що знаходиться поблизу
нього, з урахуванням скiнченного затухання i температури, отримав загальнi
вирази (6)–(8) для сили тяжiння мiж плiвкою i металевою кулею. Ним були
сформульованi основнi вiдмiнностi вiд випадку взаємодiї двох масивних тiл. У
свою чергу, С. С. Апостолов, використовуючи результати, отриманi здобувачем,
вивiв асимптотичнi вирази (9)–(13) для сили Казимира в системi «масивний
метал — металева наноплiвка», проаналiзував залежнiсть цiєї сили вiд темпера-
тури i визначив оптимальнi параметри задачi (товщина плiвки, характеристики
метала) для можливого експериментального спостереження аномальностi цiєї
залежностi.

У статтi [14] здобувачем дослiджено вплив зовнiшнього постiйного магнiт-
ного поля на поширення джозефсонiвських мод у пластинi шаруватого над-
провiдника, отримано вираз для тензора ефективної дiелектричної проникностi
матерiала та показано, що завдяки нелiнiйностi магнiтне поле формує своєрiд-
ний фон для поширення лiнiйних мод. У свою чергу, С. С. Апостолов показав,
що за допомогою магнiтного поля можна контролювати ступiнь прозоростi ша-
руватого надпровiдника i визначив величину магнiтного поля, за якої пластина
шаруватого надпровiдника стає повнiстю прозорою.

Таким чином, особистий внесок здобувача у вирiшеннi задач, поставлених
у дисертацiї, є визначальним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-
повiдалися та обговорювалися на семiнарах вiддiлу теоретичної фiзики Iнсти-
туту радiофiзики та електронiки iм. О.Я. Усикова НАН України, кафедри тео-
ретичної фiзики iм. I.М. Лiфшиця Харкiвського нацiонального университету
iм. В.Н. Каразiна, а також на наступних всеукраїнських та мiжнародних науко-
вих конференцiях та школах: Modern Challenges in Microwave Superconductivity,
Photonics and Electronics: Mini-Colloq. & Internat. Workshop (Ukraine, Kharkiv,
11–12 June 2009); XXXV Совещание по физике низких температур НТ-35, (Рос-
сия, Черноголовка, 29 сентября – 2 октября 2009); 9-а, 11-а та 13-а Мiжнарод-
нi конференцiї «Фiзичнi явища в твердих тiлах» (Україна, Харкiв, 1–4 грудня
2009, 3–6 грудня 2013 та 5–8 грудня 2017); International Conference of Physics
Students (Germany, Heidelberg, 10–17 August 2014); 14th Kharkiv Young Scientist
Conference on Radiophysics, Electronics, Photonics and Biophysics (Ukraine, Khar-
kiv, 14–17 October 2014); APS March Meeting (USA, Denver, Colorado, 3–7 March
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2014); 58th Scientific Conference for Students of Physics and Natural Sciences
(Lithuania, Vilnius, 24–27 March 2015); 9th International Kharkiv Symposium on
Physics and Engineering of Microwaves, Millimeter and Submillimeter Waves,
MSMW’2016 (Ukraine, Kharkiv, 21-24 June 2016); International Young Scientists
Forum on Applied Physics and Engineering YSF-2016 (Ukraine, Kharkiv, 10–14
October 2016); International Jubilee Seminar «Current problems in Solid State
Physics» (Ukraine, Kharkiv, 22–23 November 2016); International meeting «Clusters
and Nanostructured Materials» (Ukraine, Uzhgorod, 22–26 October 2018); Interna-
tional Conference for Professionals and Young Scientists «Low Temperature Physics
2019» (Ukraine, Kharkiv, 3–7 June 2019).

Зв’язок працi з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiя
виконана у вiддiлi радiофiзики твердого тiла Iнституту радiофiзики та елек-
тронiки iм. О.Я. Усикова НАН України. Вона є складовою частиною наступних
проектiв:
• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

”Дослiдження лiнiйних i нелiнiйних властивостей твердотiльних структур iз
застосуванням електромагнiтних хвиль НВЧ дiапазону i заряджених частинок”
(номер державної реєстрацiї 0106U011978, термiн виконання 2007 – 2011 рр.,
виконавець);
• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

”Вивчення взаємодiї електромагнiтних та звукових хвиль, а також заряджених
часток з твердотiльними структурами” (номер державної реєстрацiї
0112U000211, термiн виконання 2012 – 2016 рр., виконавець);
• цiльова програма НАН України ”Теоретичнi та експериментальнi дослiд-

ження властивостей перiодичних i стохастичних модульованих наноструктур в
оптичному, iнфрачервоному та надвисокочастотному дiапазонах спектру” (но-
мер державної реєстрацiї 0110U005642, термiн виконання 2010 – 2014 рр., ви-
конавець);
• проект Державного фонду фундаментальних дослiджень України

”Квантовi явища в системах на основi джозефсонiвських контактiв” (номер дер-
жавної реєстрацiї 0113U006217, термiн виконання – 2013 р., виконавець);
• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН Украї-

ни ”Дослiдження взаємодiї електромагнiтних та звукових хвиль, а також за-
ряджених частинок з наноструктурами та метаматерiалами” (номер державної
реєстрацiї 0117U004038, термiн виконання 2017 – 2021 рр., виконавець).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 28 наукових працях: у
14 статтях у фахових вiтчизняних i мiжнародних перiодичних виданнях iндек-
суються науковометричними базами Scopus i Web of Science та у 14 тезах до-
повiдей на вiтчизняних i мiжнародних наукових конференцiях.
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Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу, шести
роздiлiв основного тексту з 75 рисунками у текстi, висновкiв, списку викори-
станих джерел iз 355 найменувань та одного додатку. Обсяг загального тексту
дисертацiї складає 359 сторiнок, з них список використаних джерел займає 36
сторiнок, додаток займає 4 сторiнки, обсяг основної частини складає 295 сторi-
нок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано мету,
основнi задачi та методи дослiджень, представлено положення i результати ро-
боти, їхню наукову новизну i практичне значення. Наведено також данi про
апробацiю результатiв дисертацiйної роботи, вiдзначено особистий внесок здо-
бувача.

У першому роздiлi подано огляд лiтератури, обговорюються найбiльш фун-
даментальнi роботи iнших авторiв, тiсно пов’язанi з питаннями, що вивчають-
ся в дисертацiї, висвiтлено стан розглянутих проблем на момент написання
дисертацiї та встановлено роль i мiсце дослiджень, проведених дисертантом.
Подається короткий опис розвитку концепцiї мод (механiчних, електронних та
електромагнiтних), її розширення для квантових систем, а також аналiз особ-
ливостей поширення, взаємодiї та декогеренцiї мод у низькорозмiрних та ша-
руватих системах.

Концепцiя класичних коливальних мод є загальновизнаною i широко вико-
ристовуваною в рiзних областях фiзики. В теорiї твердого тiла ця концепцiя
дозволила аналiзувати спектри колективних збуджень у кристалах; в акусти-
цi вона дала можливiсть точних розрахункiв звуку, що генерується або резо-
нує в системi; в оптицi i у радiофiзицi за допомогою представлення полiв у
виглядi суперпозицiї гармонiчних функцiй вдалось не тiльки формально отри-
мати розв’язок, але i точнiше проаналiзувати його; у теорiї гравiтацiї пошук
гравiтацiйних хвиль став важливою задачею ХХ столiття. Iдея переходу до
аналiзу мод тiсно пов’язана зi спектральним представленням часових залеж-
ностей, i у математичнiй фiзицi метод Фур’є-перетворень, що фактично озна-
чає розкладання за модами, грає важливу роль при розв’язуваннi рiзноманiтних
диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.

Погляд на збудження у механiчних, акустичних, гравiтацiйних, електро-
магнiтних системах як на сукупнiсть мод дозволяє значно спростити з матема-
тичної точки зору розв’язок задач, а також надає йому глибокий фiзичний змiст.
Окрiм мод, що є колективним рухом усiх частинок кристалу, видiляють важли-
вий клас локалiзованих мод, для яких збудження частинок ефективно зникають
на деякiй вiдстанi вiд осередку коливань, при цьому ця локалiзацiя можлива як
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поблизу деякої точки, рухомої або нi, так i навколо деякої лiнiї або поверхнi.

Формально метод розкладання на моди можливий лише для лiнiйних си-
стем. Однак бурхливе зростання iнтересу до нелiнiйних задач у другiй половинi
ХХ столiття призвело до розширення методу розкладання за модами на випадки
слабкої нелiнiйностi, що, зокрема, дозволило описувати взаємодiю мод — яви-
ще, вiдсутнє у лiнiйному випадку. Перехiд вiд дисипативних сил, що дiють на
реальнi частинки, до дисипацiї мод також став важливим кроком до збiльшен-
ня реалiстичностi розв’язкiв рiзноманiтних задач i наближення ними поведiнки
реальних систем.

У квантовiй механiцi траекторiя частинок втрачає змiст, i погляд на ме-
ханiчнi коливання суттєво змiнюється. Однак концепцiя мод набула не мен-
шого розвитку у квантовiй фiзицi. Розгляд стацiонарних розв’язкiв рiвняння
Шредингера дозволив безпосередньо аналiзувати спектри систем, розширюю-
чи класичний пiдхiд. Квантова оптика дала нове коло явищ, важливих з прак-
тичної точки зору i невiдомих для механiчних систем, зокрема спостереження
так званих стиснених станiв i станiв Ейнштейна-Подольського-Розена для лише
однiєї або декiлькох мод електромагнiтного поля. Подальший розвиток кванто-
вої оптики призвiв до можливостi збудження i подальшого керування великою
кiлькiстю оптичних мод рiзного ступеня локалiзацiї i рiзної поляризацiї. Важли-
вою особливiстю методiв квантової оптики є можливiсть керування квантовою
заплутанiстю отриманих мод, що вiдкриває можливостi реалiзацiї квантових
комп’ютерiв великої розрахункової потужностi.

Аналiз квантових мод є важливим навiть для системи з невеликою кiлькiстю
ступенiв вiльностi. Такi системи представляють iнтерес з фундаментальної точ-
ки зору, бо для них вдається проаналiзувати складнi явища, такi як вплив шумiв
рiзної природи, декогеренцiя. Окрiм того, з практичної точки зору, системи, де
розглядається взаємодiя невеликої кiлькостi мод, наприклад, є базою створен-
ня квантових комп’ютерiв. Моди у низьковимiрних системах, з одного боку,
можуть проявляти властивостi, не притаманнi тривимiрним системам, а з iншо-
го, мають окремий практичний iнтерес, наприклад, для дослiдження фотонних
кристалiв, вiгнерiвських кристалiв, листiв графена тощо. Нарештi, особливим
класом матерiалiв, в яких поширення мод отримує новi властивостi, не при-
таманнi просторовооднорiдним матерiалам, є шаруватi матерiали. Наприклад,
високотемпературнi шаруватi надпровiдники є перспективним матерiалом з ви-
соким ступенем анiзотропiї.

Також у цьому роздiлi наводяться основнi результати, отриманi для пред-
ставникiв цих класiв квантових систем, наноосциляторiв, низькорозмiрних си-
стем, а також шаруватих надпровiдникових систем.

У другому роздiлi дослiджено змушенi стани моди поблизу резонанса, при-
чому мода знаходиться пiд одночасним впливом як взаємодiї з термостатом,



12

що призводить до затухання i декогеренцiї її стану, так i шумiв, адитивного i
частотного. Якщо всi цi впливи виявляються одного порядку, складно розрiз-
нити природу шуму в системi i усунути його (якщо це небажаний фактор), або
використати знання про його статистичнi характеристики для аналiзу зв’язку
мiж модою i зовнiшнiми системами, що є джерелами цього шуму. У першо-
му пiдроздiлi розвинуто метод вiдокремлення впливу адитивного i частотного
шуму, який базується на тому, що замiсть аналiзу статистики реальної коорди-
нати q(t) осцилятора, необхiдно дослiджувати моменти i кореляцiйнi функцiї
комплексної координати u(t) = [q(t)− ip(t)/ωF ]exp(−iωF t), де p(t) —iмпульс,
а ωF — частота змушуючої сили. Моменти саме такої повiльної змiнної (адже
розглядається вiдгук поблизу резонанса) не залежать вiд адитивного шуму, який
може бути присутнiм у системi, навiть якщо його вплив на закон руху реальної
координати переважає над впливом частотного шуму.

Рис. 1. Дiйсна частина та абсолютне значення
нормованих моментiв комплексної амплiтуди зму-
шених коливань при точному резонансi.

Стандартним пiдходом до аналiзу
таких систем є аналiз спектру змуше-
них коливань, який на практицi доб-
ре описується лоренцiвською функ-
цiєю навiть при одночасному зату-
ханнi внаслiдок контакту з термоста-
том i внаслiдок дiї частотного шу-
му [3∗]. В той же час показано, як,
використовуючи старшi моменти по-
вiльної комплексної координати u(t),
можна не тiльки виявити наявнiсть
частотного шуму, але i розрiзнити
мiж шумами рiзного типу, якi дають
суттєво рiзну поведiнку для залежно-
стi старшик моментiв вiд їх порядка.
Крiм того, таким чином може бути
виявлена статистика шуму. Статистичнi моменти мають характерну залежнiсть
вiд частоти змушуючої сили, порядку моменту i дуже чутливi до статистики
шуму. Це проаналiзовано у другому пiдроздiлi, де розглянутi рiзнi типи шумiв
i отриманi загальнi i асимптотичнi вирази для моментiв i кореляцiйної функ-
цiї. На рис. 1 на прикладах гауссiвського (квадрати) та пуассонiвського (круж-
ки) шумiв iз смугою пропускання, яка значно перевищує швидкiсть затухання
осцилятора, а також телеграфного шуму (трикутники), проiлюстровано, що i
дiйсна частина, i абсолютне значення нормованих моментiв дають iнформацiю
про тип шуму, тодi як спектри для цих випадкiв (див. вставку на рис. 1) майже
зливаються.

Цей метод розширено i для квантової моди. Ефект зв’язку з термостатом
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аналiзується в бiлярезонансному наближеннi, у представленнi взаємодiї з опе-
ратором U(t) = exp(−iωFa

†at), де a, a† — оператори знищення i народження.
Коли типовi частоти шуму невеликi порiвняно з ωF , стан квантової системи
(який є змiшаним i не має хвильової функцiї) описується квантовим кiнетич-
ним рiвнянням для матрицi густини стану ρ0 при данiй реалiзацiї частоти,

ρ̇0 = i[δω − ξ(t)][a†a, ρ0]− Γ̂ρ0 + i[F ′a† + F ′∗a, ρ0]. (1)

У цьому рiвняннi F ′ = (8h̄ω0)−1/2F — безрозмiрна сила, δω = ωF − ω0 —
вiдстройка частоти змушуючої сили вiд власної частоти ω0, ξ(t) — частотний
шум. Оператор Γ̂ описує затухання осцилятора,

Γ̂ρ = Γ(n̄+ 1)(a†ρ− 2aρa† + ρa†a) + Γn̄(aa†ρ− 2a†ρa+ ρaa†), (2)

де n̄ = [exp(h̄ω0/kBT )− 1]−1 — число Планка; передбачається, що перенор-
малiзацiя частоти осцилятора за рахунок приєднання до термостата включена
в ω0. В цьому рiвняннi матриця густини ρ0 не усереднена за реалiзацiями ξ(t),
вона змiнюється в часi пiд дiєю шуму.

Рiвняння (1) дозволяє виконати квантовомеханiчне усереднення для зада-
них значень ξ(t). Це призводить до ланцюжка рiвнянь для моментiв an(t) ≡
≡ Tr[anρ0(t)],

d

dt
an = −n[Λ + iξ(t)]an + inF ′an−1, (3)

де Λ = Γ− iδω. Цей метод дозволяє для квантового осцилятора отримувати
старшi моменти i кореляцiйнi функцiї.

У третьому пiдроздiлi розроблена загальна методика розрахунку моментiв
старших порядкiв для маркiвського шуму, яка зводить задачу до системи лiнiй-
них рiвнянь. Запропоновано i реалiзовано експериментальну перевiрку того, що
присутнiсть телеграфного частотного шуму можна iдентифiкувати за статистич-
ними моментами старших порядкiв комплексної амплiтуди повiльно затухаючо-
го навантаженого мiкромеханiчного торсiонного осцилятора. Коли або iнтервал
∆ мiж двома частотами великий, або швидкiсть перемикання W мала, усеред-
нений за часом амплiтудний спектр має два пiки (див. панель а рис. 2). Вони
зливаються зi зростанням швидкостi переключення частоти, i пiк звужується.
Показано, що моменти старших порядкiв комплексної амплiтуди сильно зале-
жать вiд характеристик частотного шуму (панелi б-д, де на панелях в i д пока-
занi областi поблизу нуля у збiльшеному масштабi).

Подiбний аналiз старших моментiв особливо корисний для виявлення iс-
нування частотного шуму, коли тепловий або детекторний шум сильний. Бiль-
ше того, розвинутий метод аналiзу частотного шуму може бути безпосередньо
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застосований до iнших лiнiйних резонаторiв з високими коефiцiєнтами доб-
ротностi, що використовують джозефсонiвськi переходи [4∗], та для оптичних
порожнин [5∗].

Рис. 2. Результати вимiрювань спектрiв усередненої комплексної амплiтуди |〈u〉| осцилятора пiд
дiєю телеграфного частотного шуму (змiщенi послiдовно на 10 мкрад) з рiзними W/∆ (панель а),
моменту другого порядку |〈u2〉/〈u〉2| (панель б) i моменту третього порядку |〈u3〉/〈u〉3| (панель
г), а також цi залежностi у збiльшеному масштабi (панелi в та д). Параметри: ∆ = 1,665 рад/с,
W/∆ = 0,05; 0,15; 0,45; 2,36; 26 i 43 рад/с (вiдповiдно ., ∗, ◦, �, �, i •).

У третьому роздiлi дослiджено взаємодiю вiбрацiйної системи з зовнiшнi-
ми системами, що може призводити до мультистабiльностi її станiв. Джерелом
телеграфного шуму, розглянутого у попередньому роздiлi, може бути контакт
з дворiвневою системою, i у першому пiдроздiлi цього роздiлу дослiджуєть-
ся резонансно збуджена гармонiчна мода, дисперсiйно пов’язана з квантовою
дворiвневою системою. Аналiз знову проводиться у системi, що коливається
з частотою змушуючої сили. Гамiльтонiан складається з доданкiв, що вiдпо-
вiдають окремо модi, H̃M , i дворiвневiй системi, H̃S (з вiдстройками частоти
вiдповiдно δωM = ωFM

− ω
M

i δωS = ωFS
− ω

S
) та амплiтудами змушуючих

сил FM i FS), а також гамiльтонiану H̃i дисперсiйної взаємодiї, що визначаєть-
ся параметром V :

H̃ = H̃M + H̃S + H̃i, (4)

з гамiльтонiанами

H̃M = −δωMa
†a− 1

2
F

M
(a+ a†),

H̃S = −δωSsz −
1

4
F

S
(s+ + s−),

H̃i = V a†asz. (5)
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Окрiм того, врахована взаємодiя з термостатом, що призводить до затухання i
декогеренцiї як моди, так i дворiвневої системи (з параметрами Γ

M
i Γ

S
вiдпо-

вiдно). Зазначимо, що для дисперсiйного зв’язку сильний вплив однiєї системи
на iншу можливий i при рiзних значеннях їх власних частот, резонансна умова
повинна виконуватися для моди i дворiвневої системи окремо. В роботi роз-
глядаються режими, коли мiжрiвнева вiдстань для дворiвневої системи значно
перевищує частоту моди, i розробляється квантовий адiабатичний пiдхiд для
аналiзу динамiки сукупної системи. В рамках теорiї середнього поля, диспер-
сiйний зв’язок призводить до взаємної настройки моди та системи, якi знахо-
дяться у режимi, що є близьким до резонансу. Це, у свою чергу, призводить
до мультистабiльностi. Показано, що мода може мати до трьох метастабiльних
станiв (див. рис. 3). Видно, що залежнiсть вiд змушуючої сили має гiстерезис-
ний характер: при монотонному збiльшеннi, а потiм зменшеннi сили, амплiтуда
коливань змiнюється по-рiзному.

Рис. 3. Залежнiсть енергiї моди, диспер-
сiйно зв’язаної з дворiвневою системою, вiд
нормованої амплiтуди змушуючої сили. Па-
раметри: FS/ΓS = 24, (ωFM

− ωM )/ΓM = 1,
(ωFS

− ωS )/ΓS = −10.

Мультистабiльнiсть пояснюється
тим, що в результатi взаємодiї ре-
зонансна частота моди залежить вiд
стану системи, тодi як стан систе-
ми залежить вiд степеня збудження
моди. Ефективно вiбрацiйна система
стає нелiнiйною, а частота переходiв
залежить вiд розподiлу за станами
моди.

Квантовi коливання в дворiв-
невiй системi викликають перехiд
мiж спiвiснуючими стабiльними ста-
нами. Швидкiсть переходу обчисле-
на в найбiльш цiкавiй областi побли-
зу точок бiфуркацiї (див. стрiлки на рис. 3), де зникає один з метастабiльних
станiв. Виявлено, що ефективна енергiя активацiї переходу має степеневу за-
лежнiсть вiд вiдстанi до точки бiфуркацiї з показником 3/2. Цей аналiз про-
ведено в квазiкласичному наближеннi. Для цього отримано рiвняння Фоккера-
Планка для ймовiрностi переходу з однiєї на iншу гiлку залежностi на рис. 3, в
якому ефективний коефiцiєнт дифузiї залежить вiд стану дворiвневої системи,
зв’язаної з модою. На рис. 4 показана залежнiсть коефiцiєнту дифузiї вiд нормо-
ваної величини змушуючої сили, яка також має кiлька гiлок, що вiдповiдають
стабiльним станам.

Проаналiзовано умови, за яких квантовий шум не можна вважати слабким.
У цьому випадку квантовий шум призводить до надзвичайно великих коливань
мiж зонами поблизу стабiльних станiв середнього поля. Iншими словами, си-
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стема стає пiдсилювачем нерiвноважних квантових шумiв. Така поведiнка може
проявлятися для систем зчитування iнформацiї у квантових комп’ютерах.

Рис. 4. Коефiцiєнт дифузiї Dµ фази моди,
зв’язаної з ДРС, нормований на швидкiсть зату-
хання моди ΓM , як функцiя нормованої змушую-
чої сили.

Мультистабiльнiсть станiв виму-
шених коливань може виникати не
тiльки внаслiдок контакту квантових
систем, але i у класичних систе-
мах, якщо вони зв’язанi з швидко-
осцилюючим локалiзованим зовнiш-
нiм полем. У другому пiдроздiлi на
прикладi маятника Дубошинського
вивчаються такi коливання. Ця си-
стема має дискретний енергетичний
спектр у присутностi високочастот-
ного магнiтного поля, просторово ло-
калiзованого в невеликiй областi по-
близу положення рiвноваги маятника,
причому частота поля набагато перевищує власну частоту маятника. Дисипацiя
енергiї маятника може бути скомпенсована накачкою її вiд зовнiшнього поля.
Показано, що амплiтуда коливань змiнюється повiльно, i отримано рiвняння
огинаючої, що описує цi повiльнi змiни.

Рис. 5. Ймовiрнiсть встановлення рiзних ста-
цiонарних амплiтуд змушених коливань маятника
Дубошинського в залежностi вiд нормованої по-
чаткової її енергiї, отримана за точним рiвнянням
руху (суцiльнi лiнiї) та рiвняннями для огинаючої
(штриховi лiнiї).

Показано, що еволюцiя маятни-
ка Дубошинського сильно залежить
вiд початкових умов. Якщо початко-
ва амплiтуда близька до стабiльної,
то осцилятор може вийти у режим
незмiнної механiчної енергiї, незва-
жаючи на дисипацiї, так що амплiту-
да залишається постiйною. Ймовiр-
нiсть такого режиму визначається
функцiєю розподiлу за рiвнями енер-
гiї, приклад якої показаний на рис. 5.
Пiки на цiй залежностi вiдповiдають
таким початковим енергiям маятни-
ка, якi, в свою чергу, вiдповiдають
дискретним амплiтудам змушених коливань. Однак, як показав аналiз, навiть
у цьому випадку амплiтуда, що встановлюється, не обов’язково спiвпадає з
початковою. Запропоновано адiабатичний пiдхiд до такої системи, i отриманi
рiвняння для повiльної еволюцiї амплiтуди i фази коливань. Суцiльна лiнiя вiд-
повiдає розв’язку точних рiвнянь, а штрихова лiнiя показує хороший збiг з рiв-
няннями для повiльної еволюцiї.
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У четвертому роздiлi дослiджується вплив нульових коливань вакууму на
взаємодiю наносистем з масивними тiлами. Цей вплив призводить до виник-
нення сили Казимира тяжiння мiж наносистемою i тiлом, розрахунок якої наве-
дено в першому роздiлi на прикладi взаємодiї тонкої плiвки i масивного металу
з плоскою або скругленою поверхнею. Оскiльки вплив мод вакууму пов’язаний
з прозорiстю тонкої плiвки для електромагнiтного поля, це може бути вико-
ристано для аналiзу дiелектричних властивостей її матерiалу. Зокрема, аналiз
сили Казимира проведено для металiв з ненульовою частотою релаксацiї, яка у
свою чергу є функцiєю температури. Для моделi Блоха-Грюнайзена показано,
що сила Казимира з ростом температури може виявляти або монотонне спа-
дання, або мати мiнiмум. Таким чином, вимiрювання цiєї залежностi дозволить
виявити характеристики металу, з якого виготовлена плiвка.

Рис. 6. Конфiгурацiя атомiв у порожнистому во-
локнi, що мiнiмiзує взаємодiю iз стiнками.

Ефект Казимира в реальних екс-
периментальних установках може
призводити до негативних наслiдкiв
при високому рiвнi мiнiатюризацiї
елементiв установки, зокрема погiр-
шуючи характеристики атомних го-
динникiв i магнiтометрiв. Одним з
прикладiв може слугувати атомний
годинник, який заснований на пе-
реходi ультрахолодних атомiв строн-
цiю, розташованих всерединi порожнистого кристалiчного волокна, в якому
створено фотонний кристал з шестикутними оптичними пастками для змен-
шення взаємодiї атомiв зi стiнкою волокна (див. рис. 6). В такiй системi атоми
втрачають свою когерентнiсть через взаємодiю з iншими атомами та зi стiнкою
волокна. В другому пiдроздiлi четвертого родiлу проводиться аналiз експери-
ментальних даних, отриманих при дослiдженнi такого годинника, та проводить-
ся теоретична оцiнка вкладу ефекту Казимира у зсув частоти:

∆ν ≈ 1

h

3h̄c

32π2ε0r4c
∆αΓG ≈ 0, 6 · 10−3 Гц, (6)

де r — вiдстань вiд атома до стiнок волокна, ∆α — рiзниця поляризовностей
атома у двох станах, що вiдповiдають переходу, Γ — коефiцiєнт, що враховує
степiнь порожнистостi волокна i дiелектричну проникнiсть речовини, з якої
воно виготовлено, G — геометричний фактор, що враховує вплив усiх стiнок
волокна. Оцiнено також можливу змiну цiєї поправки за рахунок температури.
Врахування всiх факторiв приводить до оцiнки вiдносної змiни частоти, що не
перевищує 3 · 10−18. Це означає, що у реальних експериментальних установ-
ках, точнiсть в яких не перевищує 10−17, ефект Казимира не обмежує точнiсть
спектроскопiї.
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У п’ятому роздiлi дослiджується поширення електронних мод у одно- та
двовимiрних системах. Одновимiрна електронна система з лiнеаризованою дис-
персiйною залежнiстю еквiвалентна набору плазмонiв — мод коливань елек-
тронної густини, що є основою моделi Латтiнжера [6∗]. Безпосереднiй наслiдок
такої лiнеаризацiї у одновимiрних електронних системах полягає у вiдсутностi
впливу розсiювань плазмонiв, яке повинно приводити систему до стану рiв-
новаги. Дiйсно, в одновимiрнiй системi закони збереження iмпульсу i енергiї
при зiткненнi приводять до обмiну швидкостями без змiни їх величин. Для
того, щоб електроннi моди могли розпадатися i, таким чином, набувати скiн-
ченного часу життя, потрiбно розглядати узагальнення моделi Латтiнжера [7∗],
що зроблено у першому пiдроздiлi цього роздiлу. Розроблено теорiю тепло-
вого транспорту в системi i проаналiзовано роль рiзних процесiв, як тих, що
зберiгають кiлькiсть плазмонiв, так i процесiв зi збiльшенням або зменшенням
їх числа. Основний процес, що визначає теплопровiднiсть — парнi зiткнення
плазмонiв, в результатi яких один з них може змiнити напрямок свого поши-
рення, тобто цей процес не зберiгає число плазмонiв, що поширюються в один
бiк. Обчислюється теплопровiднiсть одновимiрного вiгнерiвського кристалу, як
граничного випадку нелiнiйної рiдини Латтiнжера, шляхом розрахунку iнтегра-
лу зiткнень плазмонiв:

K
K0

= Tg1
(1 + Tg1) + (1− Tg1)e−`/`pl

(g1 + Tg2) + (g1 − Tg2)e−`/`pl
, (7)

де K0 = 2π2T/3h — значення теплопровiдностi при невраховуваннi нелiнiй-
ностi, параметр T враховує коефiцiєнти вiдбиття i проходження плазмонiв крiзь
межi активної i пасивної частини системи, параметри g1,2 визначаються нелiнiй-
нiстю системи, ` — довжина, а для iндукованої взаємодiєю довжини розсiюван-
ня плазмонiв показано, що `pl ∝ T−5. Така температурна залежнiсть є типовою
для таких систем.

Показано, що встановлення термiчної рiвноваги вiдбувається у декiлька ета-
пiв, причому повне врiвноваження визначається як процесом, що зберiгає число
плазмонiв при зiткненнi, так i процесом, в якому число електронних мод змi-
нюється. Показано, що швидкостi розсiювання в цих випадках мають однакову
температурну залежнiсть, але другий процес менш ймовiрний вiдповiдно до
параметру взаємодiї мiж електронами у кристалi. Доведено, що в часових мас-
штабах, якi значно перевищують час життя плазмонiв, викликаний взаємодiєю,
тепловi струми демонструють неекспоненцiйний спад. Це може бути пояснено
тим, що власнi значення iнтегралу зiткнення для розсiювання плазмонiв охо-
плюють неперервний спектр збуджень.

Якщо нелiнiйнiсть у одновимiрнiй системi дає можливiсть описувати тер-
мiчний транспорт, то у двовимiрнiй системi, листi графену [8∗], саме лiнiйнi
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дiракiвськi дисперсiйнi залежностi поблизу особливих точок на поверхнi Фермi
приводять до iснування особливого типу локалiзованих мод у потенцiальному
бар’єрi.

У другому пiдроздiлi розглядається лист графена у сталому електричному
полi, яке формує бар’єр деякої ширини поперек листа графену, але нескiнчен-
ний вздовж нього. Показано, що за рахунок симетрiї системи по вiдношенню до
замiни електронiв на дiрки i потенцiального бар’єра на яму, iснують моди, що
локалiзованi в межах бар’єру i спадають поза його межами. Дисперсiйнi кривi
для цих мод мають максимуми, i це призводить до особливостей у електричнiй
провiдностi графену.

Рис. 7. Схематична геометрiя задачi про поши-
рення локалiзованих мод пiд довiльним кутом до
площини шарiв.

Рис. 8. Дисперсiйнi кривi для симетричних (су-
цiльнi лiнiї) i антисиметричних (штриховi лiнiї)
мод в пластинi шаруватого надпровiдника при
фiксованiй проекцiї хвильового вектора на напря-
мок уздовж шарiв.

У шостому роздiлi розглядаєть-
ся анiзотропне середовище — шару-
ватий надпровiдник. Обговорюється
поширення, поглинання та локалiза-
цiя електромагнiтних хвиль у зраз-
ку шаруватого надпровiдника з шара-
ми, паралельними та перпендикуляр-
ними його поверхнi.

У першому пiдроздiлi узагаль-
нюються, класифiкуються i допов-
нюються результати дослiдження за-
кону дисперсiї локалiзованих хвиль.
Зокрема, отримано закон дисперсiї
для довiльного напрямку поширен-
ня локалiзованих мод щодо шарiв
у пластинi шаруватого надпровiд-
ника (див. рис. 7). Завдяки силь-
нiй анiзотропiї цього матерiалу елек-
тромагнiтне поле моди представ-
ляє собою суперпозицiю звичайної
i незвичайної хвиль, якi, в випад-
ку довiльного напрямку поширен-
ня, не можуть бути вiдокремленi
одна вiд одної. При аналiзi влас-
них розв’язкiв рiвнянь, що описують
електромагнiтне поле у пластинi ша-
руватого надпровiдника, можна роз-
бити можливi розв’язки на симетрич-
нi та антисиметричнi по вiдношенню
до тангенцiйної компоненти магнiт-
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ного поля.

На рис. 8 показанi кривi залежностi вiд поздовжньої проекцiї хвильового
вектору, що перпендикулярна шарам пластини при фiксованому значеннi другої
компоненти. Видно, що дисперсiйнi кривi можуть бути як монотонно зроста-
ючими, так i немонотонними, тобто мiстити дiлянки з аномальною дисперсiєю
(див. рис. 8).

Рис. 9. Схематична геометрiя вiдбиття i проход-
ження хвиль через пластину шаруватого надпро-
вiдника.

Рис. 10. Спектр локалiзованої моди (тонка лiнiя
на панелi а), коефiцiєнт поглинання A(θ,Ω) в за-
лежностi вiд кута θ i нормованої вiдстройки ча-
стоти Ω вiд критичного значення (градiєнт на па-
нелi а) i коефiцiєнт поглинання A(θ) як функцiя
кута для двох частот, Ω = Ωtot i Ω = Ω′ (панель
б).

Встановлено дiапазон частот в за-
лежностi вiд кута поширення, у яко-
му може спостерiгатися аномальна
дисперсiя. Окрiм того, проаналiзова-
но залежнiсть частоти як вiд дру-
гої проекцiї поздовжнього хвильово-
го вектора, так i вiд його модуля, що
має важливе значення для практич-
ного застосування в електронiцi тера-
герцового дiапазону.

У другому пiдроздiлi теоретично
вивчено резонансне поглинання те-
рагерцевих електромагнiтних хвиль в
пластинi шаруватого надпровiдника,
яку помiщено мiж двома дiелектрич-
ними шарами (див. рис. 9).

Це явище, вiдоме як аномалiя Ву-
да, забезпечує пригнiчення дзеркаль-
ного вiдбиття хвилi i виникає завдя-
ки збудженню локалiзованих хвиль,
дослiджуваних у попередньому пiд-
роздiлi та iстотно вiдрiзняється в ша-
руватих надпровiдниках порiвняно зi
звичайними провiдниками. Оскiльки
дисперсiйнi кривi локалiзованих мод
немонотоннi, це призводить до особ-
ливої залежностi коефiцiєнту погли-
нання вiд кута падiння хвилi, зокре-
ма, до подвiйних резонансних пiкiв
(див. рис. 10).

У третьому пiдроздiлi дослiдже-
но вплив сталого магнiтного поля на
поширення джозефсонiвських мод у
пластинi шаруватого надпровiдника.
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Зокрема, показано, що постiйне магнiтне поле за рахунок нелiнiйностi джо-
зефсонiвського струму змiнює тензор ефективної дiелектричної проникностi
шаруватого надпровiдника, тим самим впливаючi на поширення лiнiйних мод.

Його компоненти визначаються величиною зовнiшнього магнiтного поля:

εxx(Ω) = εyy(Ω) = ε

[
1 +

iνab
Ω
− λ2c
λ2ab

1

Ω2

]
,

εzz(ξ,Ω) = ε

{
1 +

iνc
Ω
− 1

Ω2

[
1− 2

ch2(ξ + ξ0)
− 2

ch2(δ + ξ0 − ξ)

]}
. (8)

В цих виразах Ω — частота, нормована на джозефсонiвську плазмову часто-
ту, λc,ab — глибина проникнення поля вздовж i поперек шарiв пластини, νc,ab —
вiдповiднi частоти релаксацiї, ξ i δ — координата вглиб пластини i її товщина,
нормованi на λc, а параметр ξ0 характеризує амплiтуду зовнiшнього магнiтного
поля.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вирiшено важливу задачу теоретичної фiзики, а са-
ме: виявлено специфiчнi особливостi при поширеннi, взаємодiї, затуханнi та
декогеренцiї мод у лiнiйних та нелiнiйних квантових системах iз скiнченною
кiлькiстю ступенiв вiльностi при врахуваннi взаємодiї з зовнiшнiм термостатом,
джерелами адитивних та фазових шумiв, в одно- та двовимiрних кристалiчних
системах, сильноанiзотропних пластинах надпровiдникiв, i дослiдженi ефекти,
викликанi цими модами.

Основнi результати дисертацiйної роботи сформульованi в наступних поло-
женнях:

1. Розвинуто теоретичний метод вiдокремлення впливiв адитивного i ча-
стотного шумiв для аналiзу динамiки квантової моди за наявностi її затухання
та декогеренцiї при збудженнi системи на частотi, близькiй до резонансу. Метод
полягає у аналiзi моментiв старших порядкiв комплексної координати осциля-
тора, яку можна експериментально отримати за допомогою гомодинної схеми.
Показано, як вивчення статистичних моментiв старших порядкiв системи доз-
воляє виявити наявнiсть рiзних шумiв, що не є можливим виходячи з аналiзу
лише спектру вiдгуку. Отриманi результати справедливi як для класичного, так
i для квантового осцилятора. Цей метод дозволяє вивчати властивостi вiдгуку
систем на частотний шум навiть за наявностi адитивного шуму, що має бiльший
вплив на спектр системи.

2. Отриманi аналiтичнi вирази для статистичних моментiв старшого поряд-
ку комплексної координати моди за наявностi частотного шуму з рiзними ста-
тистичними властивостями з урахуванням ефектiв затухання та декогеренцiї.
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Отриманi i проаналiзованi асимптотичнi вирази для моментiв старших поряд-
кiв та кореляцiйної функцiї комплексної координати у випадках гауссiвського,
пуассонiвського та телеграфного шумiв. В граничному випадку слабкого шуму
моменти координати вираженi через моменти старших порядкiв частотного шу-
му. Проаналiзованi вклади вiд нелiнiйних доданкiв у гамiльтонiанi осцилятора
i показано, що їх вплив можна вiдокремити вiд впливу шумiв. Показано, як
аналiз саме старших моментiв дозволяє характеризувати частотний шум, наяв-
ний у системi. Запропоновано схему проведення експериментальної перевiрки
отриманих закономiрностей для механiчного торсiонного мiкрорезонатора i до-
ведено можливiсть вiдокремлення частотного шуму вiд адитивного. Перевiре-
но, що отриманi теоретичнi результати для старших моментiв узгоджуються з
експериментальними даними.

3. Побудовано теорiю нелiнiйного вiдгуку гармонiчної моди, дисперсiйно
зв’язаної з квантовою дворiвневою системою. У наближеннi середнього поля
показано, що завдяки цьому зв’язку стани дворiвневої системи i моди само-
узгоджуються. Рiвняння, якi описують вiдгуки двох систем на зовнiшнє збуд-
ження, мають декiлька коренiв, що призводить до мультистабiльностi. При мо-
нотонному зростаннi i зменшеннi зовнiшньої сили, що забезпечує коливання
моди, її амплiтуда проявляє гiстерезиснi властивостi, а при деяких амплiту-
дах зовнiшнього збудження можуть спостерiгатися декiлька станiв системи. Зо-
крема, для випадку контакту з дворiвневою системою, мода може проявляти
бiстабiльнiсть або тристабiльнiсть. Ця специфiчна мультистабiльнiсть поясне-
на особливою ефективною нелiнiйнiстю моди, що є наслiдком дисперсiйного
зв’язку з квантовою системою. Розрахована швидкiсть переходу системи мiж
станами рiвноваги поблизу точок бiфуркацiї у квазiкласичному наближеннi.

4. Дослiджено функцiю розподiлу коливальної системи за модами аргумен-
тальних коливань на прикладi маятника Дубошинського. Показано, що навiть у
класичнiй аргументальнiй системi може формуватися псевдоквантовий спектр
вимушених коливань пiд дiєю локалiзованої сильнонелiнiйної зовнiшньої сили.
В залежностi вiд параметрiв системи i початкових умов коливань, зокрема, фази
струму у котушцi i енергiї маятника, в системi може встановлюватися декiлька
станiв вимушених коливань. Показано, що навiть при початковому вiдхиленнi,
яке точно вiдповiдає однiй з амплiтуд дискретного спектра, можливе встанов-
лення i iнших амплiтуд зi спектра.

5. Вивчено ефект Казимира впливу квантових мод вакуума на взаємодiю
тонкої плiвки та масивного тiла за наявностi дисипацiй при ненульовiй темпе-
ратурi. Цей ефект призводить до виникнення сили тяжiння, яка складається з
двох вкладiв, радiацiйного та дисипацiйного. Загальнi вирази для цих вкладiв
для випадку тяжiння тонкої плiвки до масивного металу вперше отриманi та
проаналiзованi у дисертацiї. Прозорiсть плiвки для електромагнiтних хвиль ва-
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куума робить можливим дослiджувати дiелектричнi властивостi речовини плiв-
ки за допомогою вимiрювання сили Казимира. Зокрема при монотонному збiль-
шеннi температури в залежностi вiд параметрiв плiвки, її температури Дебая i
залишкової частоти релаксацiї, сила Казимира може як монотонно зменшува-
тися, так i мати мiнiмум.

6. Дослiджено вплив сили Казимира на точнiсть спектроскопiї Лемба-Дiка
ультрахолодних атомуiв стронцiя у фотонно-кристалiчному волокнi. Поправ-
ка до частоти за рахунок ефекту Казимира визначається вiдмiннiстю поляри-
зованостей атома у двох станах, що вiдповiдають переходу, геометрiєю його
положення у фотонному кристалi у волокнi, прозорiстю i дiелектричною про-
никнiстю речовини стiнок волокна, а також температурою. Дослiджено ширину
спектральної лiнiї i вплив на неї рiзних факторiв, зокрема ефекту Казимира вза-
ємодiї зi стiнками порожнини та взаємодiї атомiв одного з iншим. Дослiджено
час декогеренцiї стану захопленого атома в залежностi вiд часу його затримки у
порожнинi та вiдстанi вiд мiсця його захоплення до краю порожнини. Оцiнена
точнiсть оптичного атомного годинника, який побудований таким чином. Вiд-
носний вклад ефекту Казимира не перевищує 3 · 10−18, в той час як у iснуючих
установках за рахунок iнших факторiв точнiсть не перевищує 10−17.

7. Побудовано теорiю теплового транспорту у вiгнерiвському кристалi, що
супроводжується взаємодiєю електронних мод. Показано, що саме нелiнiйнiсть
закону дисперсiї i врахування мiжмодового розсiювання дозволяє коректно опи-
сувати динамiку термiчного врiвноваження системи. Отримана теплопровiд-
нiсть одновимiрного вiгнерiвського кристалу з урахуванням ефектiв мiжмодо-
вого розсiювання. Зокрема, важливими є процеси, в яких при зiткненнi одна з
мод змiнює напрямок свого поширення. Цi процеси вперше врахованi в роботi
i дозволили отримати характерну довжину розсiяння моди для системи.

8. Дослiджено вплив густини електронних мод, локалiзованих на потен-
цiальному бар’єрi, створеному електричним полем, на електропровiднiсть ли-
ста графена. На вiдмiну вiд систем з квадратичним законом дисперсiї, у графенi
iснує симетрiя по вiдношенню до замiни електронiв на дiрки, а потенцiальної
ями на бар’єр. Тому завдяки специфiчнiй будовi поверхнi Фермi в графенi iс-
нують моди, якi локалiзованi поблизу потенцiального бар’єру i поширюються
вздовж нього. Розраховано електропровiднiсть листа графену у виглядi суми
вкладiв за модами.

9. Вивчено поширення локалiзованих джозефсонiвських мод у пластинi ша-
руватого надпровiдника, для довiльного напрямку їх хвильового вектора по вiд-
ношенню до площини шарiв. Знайдено i проаналiзовано закон дисперсiї таких
мод в залежностi вiд параметрiв системи. Зокрема, при змiнi кута мiж хвильо-
вим вектором i площиною шарiв матерiалу дисперсiйнi кривi можуть транс-
формуватися вiд монотонних до таких що мають максимум. Показано, що про-
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ходження терагерцевого випромiнювання крiзь зразок може бути суттєво при-
гнiчено за рахунок збудження локалiзованих джозефсонiвських мод у пластинi.
Залежнiсть коефiцiєнта поглинання енергiї падаючої хвилi пластиною вiд кута
падiння хвиль може мати один пiк, два, або один уширений пiк. Окрiм того,
показано, що зовнiшнє статичне магнiтне поле за рахунок нелiнiйностi джо-
зефсонiвської плазми вносить просторову неоднорiднiсть в тензор ефективної
дiелектричної проникностi, що може суттєво впливати на поширення лiнiйних
мод у шаруватому надпровiднику.

Таким чином, усi поставленi завдання виконанi, i мета дисертацiйної роботи
досягнута.

Одержанi результати доповнюють i розширюють наявнi уявлення про дина-
мiку мод у квантових системах при наявностi контакту з термостатом, iншими
квантовими системами або модами, а також джерелами шумiв. Цi результа-
ти можуть бути використанi при проектуваннi та оптимiзацiї роботи нанопри-
строїв, систем зчитування iнформацiї квантових комп’ютерiв, в експеримен-
тальних установках спектроскопiї, детектування мас макромолекул, метрологiї.
Дослiдження поширення мод у шаруватих надпровiдниках можуть бути викори-
станi для побудови детекторiв терагерцового дiапазону, важливого у медицинi
та контролi навколишнього середовища.
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АНОТАЦIЇ

Майзелiс З. О. Поширення, взаємодiя i декогеренцiя мод у нелiнiйних
квантових системах. — На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 – Фiзика та астрономiя).
– Нацiональний науковий центр «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН
України, Харкiв, 2021.

У дисертацiйнiй роботi представленi результати дослiдження поширення,
взаємодiї, затуханнi та декогеренцiї мод у нелiнiйних квантових системах iз
скiнченною кiлькiстю ступенiв вiльностi при врахуваннi взаємодiї з зовнiшнiм
термостатом, джерелами адитивних та фазових шумiв, одно- та двовимiрних
кристалiчних системах, сильноанiзотропних пластинах шаруватих надпровiд-
никiв. Зокрема, розвинуто метод вiдокремлення ефектiв частотного i адитивно-
го шумiв, а також знаходження характеристик частотного шуму, що дозволить
не тiльки виявляти i позбавлятися цих шумiв, але i з’ясовувати стан системи,
з якою взаємодiє вiбрацiйна система, за її вiдгуком на зовнiшнє збудження.
Побудовано теорiю мультистабiльностi станiв змушених коливань вiбрацiйної
системи, дисперсiйно зв’язаної з квантовою дворiвневою системою. Для аргу-
ментальних коливань класичної системи, для якої мультистабiльнiсть обумо-
влена особливим зв’язком iз зовнiшнiм полем, дослiджена функцiя розподiлу
ймовiрностей. Показано, що вплив нульових коливань вакуума на взаємодiю
тiл можна використати для аналiза їх дiелектричних властивостей. Дослiдже-
но негативний вплив цього ефекту на спектроскопiю атомiв у порожнистому
волокнi. Дослiджено розповсюдження i взаємодiю мод у низькорозмiрних си-
стемах, а також у шаруватих надпровiдниках, де збудження локалiзованих мод
приводить до низки важливих ефектiв.

Ключовi слова: частотний шум, мультистабiльнiсть вiбрацiйної моди, деко-
геренцiя стану квантової системи, ефект Казимира, вiгнерiвський кристал, ло-
калiзованi електроннi моди, коефiцiєнт поглинання системи, джозефсонiвська
хвиля.

Майзелис З. А. Распространение, взаимодействие и декогеренция мод в
нелинейных квантовых системах. — На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических
наук по специальности 01.04.02 «Теоретическая физика» (104 – Физика и аст-
рономия). — Национальный научный центр «Харьковский физико-технический
институт» НАН Украины, Харьков, 2021.

В диссертационной работе представлены результаты исследования распро-
странения, взаимодействия, затухания и декогеренции мод в нелинейных кван-
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товых системах с конечным числом степеней свободы при учете взаимодей-
ствия с внешним термостатом, источниками аддитивных и фазовых шумов,
одно- и двумерных кристаллических системах, сильноанизотропных пластинах
слоистых сверхпроводников. В частности, развит метод отделения эффектов ча-
стотного и аддитивного шумов, а также нахождения характеристик частотного
шума, что позволит не только выявить и избавиться от этих шумов, но и вы-
яснить состояние системы, с которой взаимодействует вибрационная система,
по ее отклику на внешнее возбуждение. Построена теория мультистабильно-
сти состояний вынужденных колебаний вибрационной системы, дисперсион-
но связанной с квантовой двухуровневой системой. Для аргументальних ко-
лебаний классической системы, для которой мультистабильнисть обусловлена
особой связью с внешним полем, исследована функция распределения вероят-
ностей. Показано, что влияние нулевых колебаний вакуума на взаимодействие
тел можно использовать для анализа их диэлектрических свойств. Исследовано
негативное влияние этого эффекта на спектроскопию атомов в полом волокне.
Исследовано распространение и взаимодействие мод в низкоразмерных систе-
мах, а также в слоистых сверхпроводниках, где возбуждения локализованных
мод приводит к ряду важных эффектов.

Ключевые слова: частотный шум, мультистабильность вибрационной мо-
ды, декогеренция состояния квантовой системы, эффект Казимира, вигнеров-
ский кристалл, локализованные электронные моды, коэффициент поглощения
системы, джозефсоновская волна.

Maizelis Z. O. Propagation, interaction and decoherence of modes in nonlinear
quantum systems. — Manuscript copyright.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality 01.04.02
“Theoretical physics” (104 – Physics and Astronomy). – National Science Center
“Kharkiv Institute of Physics and Technology” NAS of Ukraine, Kharkiv, 2021.

The Doctoral Thesis presents the results of the study of propagation, interaction,
attenuation and decoherence of modes in quantum systems in the presence of additive
noise and frequency noise, electronic modes in a one-dimensional Wigner crystal and
graphene sheet, as well as Josephson electromagnetic modes in layered superconductor.
A number of linear and nonlinear effects in these systems are provided.

In particular, a method for separating the effects of additive noise operating
in the system from frequency noise is developed. According to this method, it is
necessary to analyze the statistical moments and cumulants of the higher orders of
the complex coordinate of the mode, modulated by the external force in conditions
close to resonance. The advantages of this method in comparison with the traditional
method of analyzing the broadening of the distribution in the plane of in-phase
and out-of-phase coordinates, are shown. It is proven that even in the presence of



30

additive noise of greater amplitude than that of frequency noise, second and third-
order cumulants allow to distinguish the effects of frequency noise, nonlinearity, or
thermal noise in the system.

The proposed method of analysis of complex coordinates moments allows not
only to detect the presence of frequency noise, but also to determine its type and
statistical characteristics. An important class of white frequency noise is analyzed
on the examples of Gaussian and Poisson noise, asymptotic expressions for older
moments in the case of weak noise with arbitrary statistics are obtained. For telegraph
signals, a scheme of experimental verification of the obtained relations is proposed
and experimental data is compared with theoretical predictions for a torsion
microresonator.

It is shown that due to the interaction of a mode with quantum two-level system,
it will not just be exposed to effective telegraph noise. With a high energy of a
two-level system in comparison with the energy of the mode, and in the case of
a special, dispersive interaction between them, several states of this system can be
realized. The theory of multistability in this system in the approximation of the mean
field is constructed, and it is shown that bistability or threestability can be observed
in the case of contact with one two-level system. At the same time, more levels in
the quantum system interacting with the mode leads to greater number of coexisting
equilibrium states in the system. Near bifurcation points, the influence of a quantum
system on the mode cannot be described in terms of the mean field theory. The rate
of transition between metastable states in the quasiclassical approximation is found,
taking into account quantum noise due to contact with a two-level system.

It is shown that multistability can also occur in a classical nonlinear oscillatory
system in the presence of a so-called argumental coupling with a high-frequency
spatially localized field. Argumental oscillations are studied on the example of the
Duboshinsky pendulum. Considering the initial phase as an uncontrolled parameter
that determines the stochasticity of the system, the probabilities of setting the
amplitudes for different modes depending on the initial energy of the pendulum
are obtained.

The influence of zero oscillations of vacuum on a system consisting of a thin
film and a massive body, taking into account the finite frequency of relaxation in
the film material, is studied. This allows to use measurement of the Casimir force to
study the properties of materials.

The influence of the Casimir effect on the operation of a spectroscopic setup
in which the atomic transition of strontium atoms trapped in photonic crystal nodes
inside a hollow fiber is studied and analyzed. The frequency change due to the
Casimir effect is estimated to give relative error 3 · 10−18, it does not exceed the
error due to factors of another nature, which is not less than 10−17.

The thermal conductivity of a one-dimensional Wigner crystal is obtained and
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analyzed taking into account the nonlinearity of the dispersion law of electronic
modes in it. Using the Boltzmann kinetic equation, the dependence of thermal
conductivity on the length of the system was calculated and the dependence of
plasmon length on temperature was found. The dynamics of system equilibration
after a sudden change in the number of modes propagating in one direction, which
is important in the analysis of thermalization processes, is analyzed. The obtained
results can be used for the analysis of nanostrings, Joule heat to which can be
transferred by means of a quantum dot contact or by injection of fast electrons
into the system.

Electronic modes in a graphene sheet in an electric field with one-dimensional
potential barrier have been studied. The special structure of the Fermi surface in
graphene leads to the fact that localized modes can propagate in the potential barrier.
The dispersion curves of localized modes that have maxima are investigated. The
conductivity of the graphene sheet is found and it is shown that it can be represented
as the sum of the contributions of the continuous spectrum and the contributions of
the localized modes.

The propagation of Josephson electromagnetic localized modes in the plate of
a layered superconductor, the direction of propagation of which is arbitrary with
respect to the plane of the layers, has been studied. It is shown that the excitation
of localized modes in the plate of a layered superconductor leads to peaks on the
dependence of the absorption of terahertz radiation on angle of incidence. It is shown
that due to the nonlinearity of the equations describing the electromagnetic field in
the system, the static magnetic field can change the tensor of the effective dielectric
permittivity of the layered superconductor, influencing the propagation of terahertz
modes in the system and their dispersion law.

Key words: frequency noise, multistability of vibrational mode, decoherence of
quantum system state, Casimir effect, Wigner crystal, localized electronic modes,
absorption coefficient of system, Josephson wave.


