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АНОТАЦIЯ

Лебедь О.А. Нелiнiйнi ефекти в процесах квантової електродинамiки в

сильному iмпульсному полi лазера. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 – «Теоретична фiзика» (104 – Фiзика та астроно-

мiя). – Iнститут прикладної фiзики Нацiональної академiї наук України, Суми,

– Нацiональний науковий центр «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» На-

цiональної академiї наук України, – Харкiв, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена теоретичному дослiдженню фiзичних

процесiв в iмпульсному лазерному полi методами квантової електродинамiки

(КЕД). Вивчаються кiнематичнi особливостi процесiв розсiювання електрона

на ядрi, електрона на електронi, гальмiвного випромiнювання та народження

електрон-позитронної пари фотоном на ядрi в присутностi зовнiшнього iмпуль-

сного поля лазера рiзних конфiгурацiй.

У першому роздiлi проведено огляд робiт i проаналiзовано сучасний стан

дослiджень процесiв КЕД в сильному лазерному полi. Дiя зовнiшнього лазер-

ного поля зумовлена тим, що в процесi взаємодiї частинки можуть вимушено

випромiнювати i поглинати фотони зовнiшнього поля. Це приводить до того,

що амплiтуда переходу (елемент S-матрицi) та перерiз процесу можуть бути

поданi у видi суми по парцiальних компонентах, кожна з яких вiдповiдає про-

цесам за участi певної кiлькостi фотонiв зовнiшнього поля. Наскiльки iстотний

вплив лазерної хвилi залежить вiд iнтенсивностi поля, кiнематики i характеру

дослiджуваного процесу. Пiдкреслимо, що є елементарнi квантовi процеси, якi

можуть протiкати тiльки в лазерному полi (лазер-iндукованi), i квантовi про-

цеси, якi можуть протiкати i без лазерного поля (лазер-модифiкованi). Також

ефект присутностi лазерної хвилi якiсно рiзний для процесiв першого i другого

порядку за сталою тонкої структури. Вивчення елементарних квантових проце-

сiв, що протiкають у сильному лазерному полi, зазвичай проводиться на основi

напiвкласичного методу, коли лазерне поле описується класично, а взаємодiя
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електронiв, позитронiв один з одним i з ядрами – методами квантової механiки

(картина Фаррi).

Досягнення надвисоких iнтенсивностей лазерного поля стало можливим за

рахунок використання надкоротких лазерних iмпульсiв. Новi експерименталь-

нi умови приводять до необхiдностi подальшого розвитку теоретичних моделей

для дослiджень фундаментальних задач КЕД в сильних iмпульсних полях. До-

цiльнiсть таких дослiджень зумовлена тим, що в лазерних полях суттєво змi-

нюються кутовi та енергетичнi характеристики частинок.

Характерною особливiстю процесiв другого порядку за сталою електрома-

гнiтної взаємодiї є можливiсть їх резонансного протiкання. Поява резонансiв у

зовнiшньому полi пов’язана з можливiстю вiртуальної частинки в промiжному

станi стати реальною за рахунок взаємодiї з полем, яке вiдiграє роль "третього

тiла". Як результат цього резонансний перерiз за певних умов може суттєво

перевищувати вiдповiдний перерiз за вiдсутностi зовнiшнього свiтлового поля.

Резонанси проявляються в особливих кiнематичних умовах та мають суттєве

фундаментальне та прикладне значення.

Для процесiв КЕД в полi двох однаково направлених лазерних хвиль був

виявлений параметричний iнтерференцiйний ефект, який викликає науковий

iнтерес. Суть ефекту полягає в тому, що при певнiй кiнематицi процесу (iн-

терференцiйна кiнематична область), вимушене випромiнювання i поглинання

фотонiв першої та другої зовнiшньої хвилi вiдбувається корельованим чином.

Ймовiрнiсть вимушених процесiв в iнтерференцiйнiй кiнематицi зазвичай вище,

нiж в iнших кiнематичних областях. Даний ефект за своєю природою вiдноси-

ться до нелiнiйних ефектiв КЕД в зовнiшнiх полях, оскiльки кiлькiсно визна-

чається добутком напруженостей першої та другої хвилi та пов’язаний з їхньою

iнтерференцiєю.

У другому роздiлi розглянуто розсiювання електрона на ядрi в полi iм-

пульсної лазерної хвилi при малих кутах розсiювання в екранованому кулонiв-

ському потенцiалi. Дослiджуються особливостi парцiальних процесiв для малих

переданих iмпульсiв, якi по модулю одного порядку за величиною з iмпульсом
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фотонiв зовнiшнього лазерного поля. Показано, що максимальне значення пе-

рерiзу розсiювання суттєво залежить вiд енергiї електрона та спостерiгається

при видiлених напрямах розсiювання. У випадку ультрарелятивiстських енер-

гiй електронiв i помiрно сильних полiв основний внесок у перерiз дають парцi-

альнi процеси з випромiнюванням або поглинанням одного фотона зовнiшнього

лазерного поля. Висота i ширина пiку поблизу видiленого напрямку розсiюван-

ня визначаються початковою енергiєю електрона, енергiєю фотона зовнiшнього

поля, значенням довжини екранування поля ядра. При зростаннi енергiї фото-

нiв зовнiшнього поля максимальне значення вiдношення перерiзу розсiювання

електрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi i перерiзу розсiювання за вiдсутностi

зовнiшнього поля збiльшується. Так, для енергiї 0.5 кеВ перерiз розсiювання

електрона на ядрi в iмпульсному лазерному полi поблизу видiленого кута в

2-3 рази перевищує перерiз розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього поля. Для

енергiй фотона 2 кеВ вiдношення перерiзiв досягає двох порядкiв величини.

У другому роздiлi також детально дослiджено процес розсiювання електро-

на на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль. Вивчалися особливостi когерентних

процесiв вимушеного гальмiвного випромiнювання та поглинання фотонiв зов-

нiшнього поля, що супроводжують розсiювання електрона на ядрi. Показано,

що в iнтерференцiйнiй кiнематичнiй областi спостерiгається сильна кореляцiя

мiж кутом вильоту та енергiєю електрона в кiнцевому станi, що якiсно вiдрi-

зняє процес розсiювання в цiй областi вiд процесу в будь-якiй iншiй геометрiї. У

диференцiальному парцiальному перерiзi розсiювання електрона на ядрi в полi

двох iмпульсних хвиль спостерiгається пiк поблизу кута розсiювання електро-

на, що вiдповiдає iнтерференцiйнiй областi. Визначено та дослiджено чинники,

що впливають на висоту та ширину цього пiку. При цьому ймовiрнiсть парцi-

альних процесiв в iнтерференцiйнiй областi на п’ять порядкiв величини може

перевищувати вiдповiдну ймовiрнiсть в областi Бункiна-Федорова, тобто поза

iнтерференцiйною областю. Для процесу розсiювання електрона на ядрi в по-

лi двох iмпульсних лазерних хвиль вивчено розподiли по енергiї електрона в

кiнцевому станi. Унаслiдок кореляцiї вимушених процесiв для першої й дру-
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гої хвилi, у розподiлi по енергiї спостерiгаються пiки, а енергетичнi спектри в

iнтерференцiйнiй областi мають осциляторний характер. Розраховано загаль-

ний внесок парцiальних процесiв у перерiз розсiювання електрона на ядрi в

полi двох iмпульсних лазерних хвиль у кiнцевому iнтервалi енергiй. Кiлькiсну

рiзницю можна перевiрити експериментально при вимiрюваннi енергетичного

спектру кiнцевих електронiв для фiксованої геометрiї процесу.

У третьому роздiлi дослiджено процес спонтанного гальмiвного випромiню-

вання електрона при розсiюваннi на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль. Деталь-

но вивчено умови спостереження параметричного iнтерференцiйного ефекту,

що вiдповiдає процесу розсiювання електрона i спонтанного випромiнювання

фотона в однiй площинi, яка утворюється iмпульсом електрона в початковому

станi та хвильовим вектором лазерного поля. Показано, що в iнтерференцiйнiй

областi кут вильоту електрона i величина парцiальної ймовiрностi залежать

вiд енергiї спонтанно випромiненого фотона. Так, при збiльшеннi його енергiї

iнтерференцiйний кут вильоту електрона зменшується, а вiдповiдна парцiаль-

на ймовiрнiсть зростає. Показано, що парцiальна ймовiрнiсть нерезонансного

процесу в iнтерференцiйнiй областi на порядок величини перевищує вiдповiдну

ймовiрнiсть в iншiй кiнематицi розсiювання.

Для нерелятивiстських енергiй електронiв показано, що в iнтерференцiйнiй

областi iснує область кутiв вильоту кiнцевого електрона, для яких перерiз про-

цесу гальмiвного випромiнювання, просумований по всiх вимушених процесах

випромiнювання i поглинання фотонiв, бiльший нiж перерiз процесу за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля. Для енергiй спонтанно випромiненого фотона 0.3 кеВ

i невеликих кутiв вильоту перерiз на 30% перевищує вiдповiдний перерiз про-

цесу без зовнiшнього поля. З ростом енергiї випромiненого фотона вiдношення

перерiзiв зростає i, наприклад, для енергiї 0.5 кеВ просумований перерiз май-

же вдвiчi перевищує звичайний. Зi збiльшенням значення iнтерференцiйного

кута вильоту вiдношення перерiзiв зменшується, а, починаючи з деякого ку-

та, перерiз у зовнiшньому iмпульсному полi стає меншим за перерiз процесу за

вiдсутностi зовнiшнього поля.
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Також дослiджено процес резонансного спонтанного гальмiвного випромi-

нювання електрона при розсiюваннi на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних

хвиль. Процес характеризується наявнiстю специфiчної кiнематичної областi,

де проявляються резонанснi властивостi процесу та спостерiгається ефект коре-

ляцiї у вимушеному випромiнюваннi та поглинаннi, що викликанi iнтерференцi-

єю першої та другої хвиль. Резонансний перерiз процесу з одночасною реєстра-

цiєю кутiв спонтанного випромiнювання фотона та розсiювання електрона може

на 4-5 порядкiв величини перевищувати вiдповiдний перерiз за вiдсутностi зов-

нiшнього поля. Вiдношення рiзко зменшується при зростаннi енергiї електронiв.

У четвертому роздiлi дослiджено процес народження електрон-позитронної

пари фотоном на ядрi в полi однiєї та двох iмпульсних лазерних хвиль. Прове-

дено аналiз вiдношення пiдсумованого по парцiальних процесах перерiзу наро-

дження пари на ядрi в полi лазерної хвилi до перерiзу процесу за вiдсутностi

поля як функцiя азимутального кута для моделi плоскої монохроматичної хви-

лi та моделi iмпульсної хвилi. Показано, що пiдсумований перерiз бiльший за

звичайний перерiз для усiх значень азимутального кута. Максимум вiдношення

перерiзiв вiдповiдає вильоту електрона i позитрона в однiй площинi з фотоном

зовнiшнього поля i початковим фотоном. У випадку, коли електрон i позитрон

народжуються з iмпульсами в площинi, яка перпендикулярна напряму вльоту

початкового фотона, максимум розподiлу вiдповiдає вильоту електрона i пози-

трона вздовж однiєї лiнiї в протилежних напрямах. У цьому випадку пiдсумо-

ваний по парцiальних процесах нерезонансний перерiз удвiчi перевищує вiдпо-

вiдний перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля. Вивчено процес резонансного

фотонародження електрон-позитронної пари на ядрi в полi iмпульсної свiтлової

хвилi. Показано, що резонанс має мiсце, коли енергiя початкового фотона пе-

ревищує граничне значення, яке значно бiльше за двi енергiї спокою електрона.

В лабораторнiй системi вiдлiку народженi електрон i позитрон мають ультра-

релятивiстськi енергiї та рухаються у вузькому конусi вiдносно напрямку руху

початкового фотона. Оцiнка показує, що резонансний перерiз фотонародження

пари на порядок величини може перевищувати вiдповiдний перерiз за вiдсутно-
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стi зовнiшнього поля.

Процес народження електрон-позитронної пари фотоном на ядрi в полi

двох iмпульсних лазерних хвиль характеризується наявнiстю iнтерференцiйної

кiнематичної областi. У цiй областi встановлюється вiдповiднiсть мiж кутом

вильоту й енергiєю народжених частинок, а кут падiння початкового фотона

визначає мiнiмальну енергiю народженої пари. Детально проаналiзовано роз-

подiл диференцiального перерiзу процесу фотонародження в iнтерференцiйнiй

областi вiд кiнетичної енергiї пари, що характеризується наявнiстю осциляцiй.

Кожен з максимумiв вiдповiдає певному парцiальному процесу з випромiнюва-

нням чи поглинанням рiвної кiлькостi фотонiв обох хвиль. При цьому диферен-

цiальний перерiз в iнтерференцiйнiй областi для окремих значень енергiї пари

може на два порядки величини перевищувати перерiз процесу в iншiй кiнема-

тицi процесу.

У п’ятому роздiлi дослiджено процес розсiювання ультрарелятивiстсько-

го електрона на електронi в сильному лазерному полi. Показано, що резонан-

сний перерiз процесу визначається вiдношенням роботи поля над електроном

на довжинi хвилi до початкової енергiї електрона. Знайдено область малих ку-

тiв вльоту електронiв в системi центра iнерцiї, коли теорiя збурень по впливу

поля може бути застосована навiть при високiй iнтенсивностi. Встановлено, що

резонансний перерiз процесу розсiювання електрона на електронi може пере-

вищувати вiдповiдний перерiз процесу за вiдсутностi зовнiшнього поля на де-

кiлька порядкiв величини навiть при ультрарелятивiстських енергiях. Так, дане

вiдношення досягає 5-6 порядкiв величини для електронiв МеВ-них енергiй та

петаваттних оптичних лазерiв (PHELIX, Vulcan). Дане вiдношення може дося-

гати 8-9 порядкiв величини для мультипетаваттних iнтенсивностей лазерного

поля у фемтосекундному дiапазонi (Vulcan 10, ELI).

Отриманi в дисертацiйнiй роботi аналiтичнi вирази для перерiзiв дослi-

джуваних процесiв у полi iмпульсного лазера мають компактну, зручну для

подальшого аналiзу структуру. Кiлькiснi розрахунки виконувалися для пара-

метрiв зовнiшнього лазерного поля та геометрiї процесiв, що вiдповiдають ранi-
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ше проведеним та запланованим експериментам з перевiрки нелiнiйних ефектiв

КЕД. Такi дослiдження включенi в наукову програму мiжнародних мегапро-

ектiв, наприклад: ELI (Extreme Light Infrastructure, European), FAIR (Facility

for Antiproton and Ion Research, GSI, Darmstadt, Germany) на базi лазерної си-

стеми PHELIX (Petawatt High-Energy Laser for heavy Ion eXperiments), XFEL

(European X-ray free-electron laser, DESY, Germany) та iн. Таким чином, дослi-

дження проведенi на рiвнi свiтових аналогiв, результати можуть бути викори-

станi та перевiренi в подальших експериментах з квантової електродинамiки в

сильних полях.

Ключовi слова: квантова електродинамiка, iмпульсний лазер, поле двох

хвиль, функцiї Волкова, вимушене випромiнювання та поглинання, розсiюва-

ння електронiв, розсiювання на малi кути, гальмiвне випромiнювання, наро-

дження пари електрон та позитрон, енергетичний спектр, резонансний процес,

когерентнi процеси, параметричний iнтерференцiйний ефект, корельоване ви-

промiнювання.
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ABSTRACT

Lebed O.A. Nonlinear effects in quantum electrodynamics processes in a strong

pulsed laser field. - Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The dissertation on competition of a scientific degree of the doctor of physical

and mathematical sciences on a specialty 01.04.02 - «Theoretical physics» (104 -

Physics and Astronomy). – Institute of Applied Physics of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Sumy, – National Science Center Kharkov Institute of Physics

and Technology of the National Academy of Sciences of Ukraine, – Kharkiv, 2020.

The thesis includes the theoretical research of physical processes in a pulsed

laser field by the methods of quantum electrodynamics (QED). The kinematic

features are theoretically studied for the processes of an electron-nucleus (e-n)

scattering, an electron-electron (e-e) scattering, e-n bremsstrahlung, and production

of an electron-positron (e-p) pair by a photon on a nucleus in the presence of an

external pulsed laser field of different configurations.

The first section contents the work review and analysis of the current state

of research concerning QED processes in a strong laser field. The influence of the

laser external field is due to the fact that in the interaction process particles can be

stimulated to emit and absorb photons of the external field. It results to the possible

presentation of the transition amplitude (S-matrix element) and the cross section

of the process as the sum of the partial components, each of which corresponds

to the processes involving a certain number of external-field photons. The value

the of a laser-wave effect depends on the field intensity, kinematics and the nature

of the process under consideration. It is important to emphasize that there are

elementary quantum processes which can occur only in a laser field (laser-induced),

and quantum processes which can occur without a laser field (laser-modified). Also,

the effect of the presence of a laser wave is qualitatively different for the processes

of the first and second order in the fine-structure constant. The study of elementary

quantum processes occurring in a strong laser field is usually carried out using the

semiclassical method, when the laser field is described classically, and the interaction

of electrons, positrons with each other and with nuclei is described by methods of
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quantum mechanics (Farry picture).

Achieving ultra-high intensities of the laser field became possible due to the

use of ultra-short laser pulses. New experimental conditions lead to the need for

further development of theoretical models for the study of fundamental problems

of quantum electrodynamics in strong pulsed fields. The expediency of such studies

caused by the fact that in strong pulsed fields significantly change the angular and

energy characteristics of the particles.

A characteristic feature of second-order processes in the constant

electromagnetic interaction is the possibility of their resonant passing. The

appearance of resonances in the light field is associated with the ability of a virtual

particle in the intermediate state to become real due to interaction with an external

field, which plays the role of a "third body". As a result, the resonant cross section

under certain conditions can significantly exceed the corresponding cross section in

the absence of an external laser field. Resonances are manifested at special kinematic

conditions and have a significant fundamental and applied importance.

It is of scientific interest to study the QED processes in the field of two co-

directed laser waves, for which a parametric interference effect was found. The

essence of this effect is that the stimulated emission and absorption of photons

of external waves occurs in a correlated manner at a certain kinematics of the

process (interference kinematic region). The probability of stimulated processes in

interference kinematics is usually higher than in other kinematic regions. This effect

by its nature refers to the nonlinear effects of QED in external fields, as it is quanti-

fied by the product of the tensions of the first and second waves and is associated

with their interference.

The second section considers the e-n scattering in the field of a pulsed laser

wave at small scattering angles in the screened Coulomb potential. The peculiarities

of partial processes are investigated in the case of small transfer momenta, which

are of one order of magnitude with the momentum of photons of the external laser

field. It is shown that the maximal value of the scattering cross section significantly

depends on the electron energy. It is observed at the selected scattering directions.
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In the case of ultrarelativistic energies of electrons and moderately strong fields, the

main contribution to the cross section is caused by partial processes with emission

or absorption of one photon of the external field. The height and width of the peak

around the selected scattering direction are determined by the initial energy of an

electron, the photon energy of the external field, and the value of the screening

length of the nucleus field. If the energy of an external-field photon increases, then

the maximum value increases for the ratio of the cross sections of pulsed laser-

modified and free-field process of e-n scattering. Thus, for an external-photon energy

of 0.5 keV, the scattering cross section of an electron on a nucleus in a pulsed laser

field around the selected angle is 2-3 times larger than the scattering cross section

in the absence of an external field. For photon energy 2 keV, this ratio reaches two

orders of magnitude.

The second section also includes detailed investigation the process of e-n

scattering in the field of two pulsed waves. Peculiarities of stimulated coherent

processes accompanying electron scattering on the nucleus were studied. It is shown

that in the interference kinematic region there is a strong correlation between the

outgoing angle and the energy of the electron in the final state, which qualitati-

vely distinguishes the scattering process in this region from the process at any other

geometry. A peak is observed in the differential partial cross section of e-n scattering

in the field of two pulsed waves around the interference angle of electron scatteri-

ng. Factors influencing the height and width of this peak have been identified and

investigated. In this case, the probability of partial processes in the interference

region by five orders of magnitude may exceed the corresponding probability in the

Bunkin-Fedorov region, ie outside the interference region. The energy distributions

of the electron in the final state are studied for the process of e-n scattering in the

field of two pulsed laser waves. Due to the correlation of the forced processes for the

first and second waves, peaks are observed in the energy distribution, and the energy

spectra in the interference region has an oscillator manner. The total contribution

of partial processes to the cross section of electron scattering on the nucleus in the

field of two pulsed laser waves in the finite energy range is calculated. Quantitative
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difference can be verified experimentally by measuring the energy spectrum of finite

electrons for a fixed process geometry.

In the third section, the process of spontaneous bremsstrahlung of an electron

during scattering on a nucleus in a field of two pulsed waves is investigated. The

conditions for observing the parametric interference effect are studied in detail. The

process of electron scattering and spontaneous photon radiation occur in one plane,

which is formed by the electron momentum in the initial state and the wave vector

of the laser field. It is shown that in the interference region the outgoing angle

of an electron and the value of a partial probability depend on the energy of the

spontaneously radiated photon. Thus, with increasing this energy, the interference

outgoing angle decreases, and the corresponding partial probability increases. It

is shown that the partial probability of a nonresonant process in the interference

region is an order of magnitude higher than the corresponding probability in other

scattering kinematics.

It is shown that in the case of nonrelativistic electron energies a region of

outgoing electron angles is observed within the interference region, when the value of

the bremsstrahlung-process cross-section, which summed over all induced processes

of photon emission and absorption, is larger than the cross section of the free-field

process. Thus, the cross section is larger than the corresponding cross section in an

external field absence over 30% at the energies of a spontaneously radiated photon

0.3 keV and small outgoing angle. If the energy of the radiated photon increases,

then the ratio of the cross sections increases and, for example, at the energy 0.5

keV, the summed cross section is almost twice as large as the usual one. As the value

of the interference outgoing angle increases, the cross-sectional ratio decreases, and

starting from a certain angle value, the cross-section in the external pulse field

becomes smaller than the cross-section of the free-field process.

The process of resonant spontaneous bremsstrahlung of an electron during

scattering on a nucleus in a field of two pulsed laser waves is also investigated.

The process is characterized by the presence of a specific kinematic region, where

the resonant properties of the process are manifested and the effect of correlation is



18

observed in the stimulated emission and absorption caused by the interference of the

first and second waves. The resonant cross section of the process with simultaneous

registration of the angles of spontaneous photon radiation and electron scattering

can be 4-5 orders of magnitude higher than the corresponding cross section in the

absence of an external field. The ratio decreases sharply with increasing electron

energy.

In the fourth section, the process of electron-positron pair production by a

photon on the nucleus in the field of one and two pulsed laser waves is investigated.

An analysis carried out for the ratio of the cross-section of e-p pair photoproducti-

on on the nucleus in a laser field summed over the partial processes to the cross-

section of the free-field process as a function of the azimuthal angle for the plane

monochromatic wave model and the pulse wave model. It is shown that the summed

cross section is larger than the usual cross section for all values of the azimuthal

angle. The ratio maximum of the cross sections corresponds to the outgoing of the

electron and positron in the plane, which formed by the wave vector of external

field and the initial-photon momentum. In the case when the electron and positron

are produced with momenta in the plane, which is perpendicular to the initial-

photon momentum, then the maximum of distribution corresponds to the outgoi-

ng of the electron and positron along one line in opposite directions. In this case,

the nonresonant cross section summarized by partial processes is twice as large as

the corresponding cross section in the absence of an external field. The process of

resonant photoproduction of an e-p pair on the nucleus in the field of a pulsed light

wave was also studied. It was shown that resonance occurs when the energy of the

initial photon exceeds a limit value that is much greater than two rest energies of the

electron. In the laboratory frame of reference, the generated electron and positron

have ultrarelativistic energies and move in a narrow cone relative to the direction

of motion of the initial photon. The estimate shows that the resonant cross secti-

on of the photoproduction of the pair by an order of magnitude may exceed the

corresponding cross section of free-field process.

The process of production of an electron-positron pair by a photon on the
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nucleus in the field of two pulsed laser waves is characterized by the presence of an

interference kinematic region. In this region, accordance is established between the

outgoing angle and the energy of the produced particles as well as the incidence

angle of the initial photon determines the minimal energy of the produced pair.

The distribution of the differential cross section of the photoproduction process in

the interference region over the kinetic energy of the pair is characterized by the

presence of oscillations. Each of the maxima responds to a certain partial process

with the emission or absorption of an equal number of photons of both waves. In

this case, the differential cross section in the interference region for separated values

of pair energy may be two orders of magnitude larger than the process cross section

in other kinematics.

The fifth section includes investigation of the scattering process of an ultrarelati-

vistic electron by an electron in a strong laser field. It is shown that the resonant

cross section of the process is determined by the ratio of the work done by field on the

electron at the wavelength to the initial energy of the electron. The region of small

angles of incidence of electrons in the system of the center of inertia is found, when

the theory of perturbations under the influence of the field can be applied even at

high intensity. It is shown that the resonant cross section of the e-e scattering process

can exceed the corresponding cross section of the free-field process by several orders

of magnitude even at ultrarelativistic energies. Thus, this ratio reaches 5-6 orders

of magnitude for electrons of MeV energies and petawatt optical lasers (PHELIX,

Vulcan). This ratio can reach 8-9 orders of magnitude for multipetawatt intensities

of the laser field in the femtosecond range (Vulcan 10, ELI).

Obtained in the thesis analytical expressions for the cross sections of the studied

processes in the field of the pulsed laser have a compact structure, convenient for

further analysis. Quantitative calculations were performed for the parameters of the

external laser field and the geometry of the processes, which correspond to previously

performed and planned experiments with respect to verification of the nonlinear

effects of QED. Such research is included in the research program of international

mega-projects, for example: ELI (Extreme Light Infrastructure, European), FAIR
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(Facility for Antiproton and Ion Research, GSI, Darmstadt, Germany) based on the

PHELIX laser system (Petawatt High-Energy Laser for heavy Ion eXperiments),

XFEL (European X-ray free-electron laser, DESY, Germany) and others. Thus, the

research is performed at the level of world analogues, the results can be used and

verified in subsequent experiments on quantum electrodynamics in strong fields.

Keywords: quantum electrodynamics, pulsed laser, two-wave field, Volkov

function, stimulated emission and absorption, electron scattering, scattering at small

angles, bremsstrahlung, electron and positron pair production, energy spectrum,

resonant process, coherent processes, parametric interference effect, correlated radi-

ation.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Джерела лазерного ви-

промiнювання знайшли широке застосування в прикладних i фундаментальних

дослiдженнях завдяки своїм унiкальним властивостям: вузькому спектру ви-

промiнювання, когерентностi, малiй кутовiй розбiжностi, високiй iнтенсивностi

тощо. Науковий iнтерес викликаний великою кiлькiстю ранiше невiдомих явищ,

якi виникають при дiї потужного лазерного випромiнювання на фiзичнi проце-

си. Цi явища мають величезне практичне значення i дозволяють проникнути в

суть атомарної i молекулярної будови речовини. Вiдкриття нових ефектiв дало

поштовх для розвитку рiзних галузей науки та технологiй таких як: нелiнiй-

на оптика, лазерна спектроскопiя, лазерна селективна фотофiзика i фотохiмiя,

волоконна оптика, бiофiзика, фiзика плазми, термоядерний синтез тощо.

З моменту появи перших лазерiв досягнуто величезного прогресу в збiль-

шеннi їх потужностi, що значною мiрою пов’язано зi скороченням тривалостi

лазерних iмпульсiв [1]. Однiєю з найважливiших проблем лазерної фiзики є

генерацiя лазерного випромiнювання у виглядi iмпульсiв гранично малої три-

валостi, що володiють високою iнтенсивнiстю випромiнювання. Сучаснi лазер-

нi системи здатнi випромiнювати iмпульси тривалiстю в десятки фемтосекунд

(1 фc = 10−15 с) i навiть коротшi. Величезнi iнтенсивностi в сфокусованих

пучках i пов’язанi з ними напруженостi електричних i магнiтних полiв дають

можливiсть вивчати процеси взаємодiї свiтла з речовиною в режимах, ранiше

недоступних для експериментаторiв. За допомогою таких лазерiв дослiджую-

ться ефекти квантової електродинамiки (КЕД), наприклад, що виникають при

взаємодiї УКI з електронними пучками; проведенi експерименти з релятивiст-

ською плазмою; продемонстрована можливiсть iнiцiювання ядерних реакцiй;

розробляються рiзнi системи лазерного охолодження пучкiв; лазерного приско-

рення заряджених частинок; розглядаються можливостi здiйснення за допомо-

гою лазерiв керованого термоядерного синтезу та багато iншого. Наразi роз-

робляються та реалiзованi схеми генерацiї направлених пучкiв рентгенiвського
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i гамма випромiнювання при взаємодiї УКI з пучками швидких електронiв.

Таким чином, дослiдження рiзних аспектiв впливу електромагнiтного поля на

фiзичнi процеси є одним з найбiльш актуальних питань сучасної прикладної i

фундаментальної фiзики.

Розвиток лазерних систем стимулює вивчення фiзичних процесiв в iмпуль-

сних лазерних полях рiзних конфiгурацiй. Новi експериментальнi умови став-

лять все новi задачi для теоретичної фiзики вiдносно вивчення процесiв у по-

тужних iмпульсних полях та розвитку моделi описання лазерного випромiню-

вання. В iмпульсних полях стають все бiльш суттєвими нелiнiйнi ефекти КЕД

в силових полях, якi є основним об’єктом дослiджень у цiй роботi.

Дiя зовнiшнього лазерного поля на процеси квантової електродинамiки зу-

мовлена тим, що в процесi взаємодiї частинки можуть вимушено випромiню-

вати i поглинати фотони зовнiшнього поля [2]. Амплiтуда переходу (елемент

S-матрицi) та перерiз процесу в цьому випадку можуть бути поданi у виглядi

суми по парцiальних компонентах, кожна з яких вiдповiдає процесам за участi

певної кiлькостi фотонiв зовнiшнього поля. Пiд дiєю лазерного поля на процеси

взаємодiї кутовi та енергетичнi розподiли для частинок у кiнцевому станi мо-

жуть суттєво змiнюватися. Кiлькiснi характеристики впливу лазерного поля на

процес залежать вiд iнтенсивностi поля, кiнематики i характеру дослiджувано-

го процесу.

Експериментальна перевiрка ефектiв КЕД в лазерних полях проводиться

протягом досить тривалого часу в багатьох наукових центрах свiту. Знаковими

можна назвати експерименти середини 90-х рокiв минулого столiття на приско-

рювальному комплексi SLAC (SLAC National Accelerator Laboratory, Stanford,

USA) з ультрарелятивiстським електронним пучком енергiї 46.6 ГеВ та iнтен-

сивним зовнiшнiм полем [3–5]. У цих роботах були дослiдженi процеси роз-

сiювання фотонiв лазерного поля на швидких електронах (нелiнiйний Ком-

птон ефект) i подальше народження електрон-позитронних пар (процес Брейта–

Вiллера). У рамках точностi вимiрювань було показано узгодження експеримен-

тальних даних та теоретичних розрахункiв. Слiд зазначити, що на сьогоднiшнiй



27

день експериментальна перевiрка цiлої низки нелiнiйних ефектiв КЕД в зовнi-

шнiх лазерних полях є вiдкритим i актуальним питанням. Так, дослiдження

нелiнiйних ефектiв КЕД включено в науковi програми ряду мiжнародних прое-

ктiв: ELI (Extreme Light Infrastructure, European), FAIR (Facility for Antiproton

and Ion Research, GSI, Darmstadt, Germany) на базi лазерної системи PHELIX

(Petawatt High-Energy Laser for heavy Ion eXperiments) [6], XFEL (European X-

ray free-electron laser, DESY, Germany) та iншi [7].

Теоретичною основою вивчення процесiв КЕД в лазерних полях є точний

розв’язок рiвняння Дiрака для електрона в плоскому електромагнiтному полi

(функцiя Волкова), що справедливий для плоскої хвилi довiльного спектрально-

го складу [8,9]. Характерною особливiстю електродинамiчних процесiв другого

порядку за постiйною тонкої структури є можливiсть їх резонансного протiка-

ння. При цьому за резонансних умов поперечнi перерiзи процесiв розсiювання

частинок у зовнiшньому лазерному полi можуть на декiлька порядкiв за величи-

ною перевищувати вiдповiднi перерiзи розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього

поля.

Огляд наукових публiкацiй за тематикою дисертацiї показує, що теорiя фi-

зичних процесiв у лазерному полi досить добре розвинена для моделi плоскої

монохроматичної хвилi. У той же час, сучаснi теоретичнi дослiдження фiзи-

чних процесiв в iмпульсних лазерних полях базуються в основному на об’ємних

чисельних розрахунках. Досить часто результати таких дослiджень важко без-

посередньо порiвняти з теоретичними результатами для випадку плоскої мо-

нохроматичної хвилi. Таким чином, застосування та розвиток нових пiдходiв

при вивченнi процесiв в iмпульсних полях є актуальним питанням та становить

науковий iнтерес, оскiльки аналiтичнi результати бiльш наочно демонструють

фiзичнi властивостi процесiв пiд впливом лазерного поля, що дозволяє дослi-

джувати новi явища, закономiрностi та властивостi процесiв.

Становить науковий iнтерес вивчення процесiв КЕД в полi двох однаково

направлених лазерних хвиль. При певнiй кiнематицi процесу (iнтерференцiйнiа

кiнематика) вимушене випромiнювання i поглинання фотонiв першої та другої



28

лазерної хвилi вiдбувається корельованим чином, а ймовiрнiсть цих парцiаль-

них процесiв зазвичай вища, нiж в iнших кiнематичних областях. Даний ефект

за своєю природою належить до нелiнiйних ефектiв КЕД в зовнiшнiх полях,

оскiльки кiлькiсно визначається добутком напруженостей поля першої та дру-

гої хвилi та пов’язаний з їхньою iнтерференцiєю.

Зазначимо, що врахування iмпульсного характеру лазерного поля приво-

дить до виконання закону збереження енергiї лише в певному наближеннi. У

цьому випадку вплив поля на резонанснi та iнтерференцiйнi властивостi дифе-

ренцiальних перерiзiв процесiв суттєво рiзний у порiвняннi з випадком монохро-

матичного лазерного поля. Для процесiв КЕД в лазерних полях слiд видiлити

випадок, коли кiнетична енергiя частинок бiльша або одного порядку за вели-

чиною з роботою зовнiшнього поля над частинками на довжинi хвилi. У цьому

випадку вплив зовнiшнього поля на кутовi та енергетичнi розподiли частинок

у кiнцевих станах суттєвий навiть для нерезонансної кiнематики процесу. Цiка-

вий також випадок розсiювання на малi кути, який має ключове значення для

процесiв з частинками ультрарелятивiстських енергiй та для малих переданих

iмпульсiв.

Таким чином, дослiдження рiзних аспектiв впливу лазерного поля на кi-

нематичнi характеристики процесiв квантової електродинамiки є актуальним

питанням сучасної експериментальної та теоретичної фiзики. Навiть врахову-

ючи значний науковий доробок у теоретичному дослiдженнi фiзичних процесiв

у лазерному полi, слiд зазначити, що низка цiкавих питань в цьому напрямi

на сьогоднi залишається вiдкритою. Мало дослiдженими залишаються процеси

саме в iмпульсному лазерному полi, потреба у вивченнi яких виникає для су-

часних експериментальних умов. Зокрема системний аналiз фiзичних процесiв

в iмпульсному полi: за резонансних умов; у випадку двох хвиль при кореляцiї

випромiнювання та поглинання фотонiв лазерного поля; при розсiюваннi швид-

ких частинок на малi кути за малих переданих мiж частинками iмпульсiв; коли

енергiя поля, що поглинається чи випромiнюється частинкою, одного порядку

за величиною з початковою кiнетичною енергiєю частинок.
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Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є послiдовне теорети-

чне дослiдження впливу зовнiшнього iмпульсного лазерного поля рiзної кон-

фiгурацiї на фiзичнi процеси: розсiювання електрона на ядрi, гальмiвного ви-

промiнювання електрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних пар

на ядрi, розсiювання електрона на електронi, вивчення нелiнiйних ефектiв та

кiнематичних особливостей протiкання процесiв квантової електродинамiки в

iмпульсних лазерних полях.

Для досягнення поставленої мети слiд виконати наступнi завдання:

– розвинути теорiю процесiв розсiювання електрона на ядрi, гальмiвно-

го випромiнювання електрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних

пар на ядрi, розсiювання електрона на електронi в iмпульсному лазерному полi;

– дослiдити властивостi цих процесiв пiд впливом двох спiвнапрямлених

iмпульсних хвиль, особливо в кiнематичнiй областi, де вимушене випромiнюва-

ння i поглинання фотонiв першої та другої лазерної хвилi вiдбувається корельо-

ваним чином; отримати явнi вирази для амплiтуди переходу та диференцiально-

го перерiзу розсiювання; дослiдити енергетичнi та кутовi розподiли частинок у

кiнцевому станi та провести порiвняльний аналiз для моделей монохроматичної

та iмпульсної лазерної хвилi;

– визначити та дослiдити кiнематичнi областi для процесiв гальмiвного ви-

промiнювання електрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних пар

та розсiювання електрона на електронi, де вони можуть мати резонансний ха-

рактер за рахунок виходу частинки в промiжному станi на масову поверхню;

– розвинути методику дослiдження фiзичних процесiв другого порядку за

постiйною тонкої структури в полi iмпульсного лазера за резонансних умов у

рамках пiдходiв квантової електродинамiки; отримати аналiтичнi вирази для

амплiтуд переходу та диференцiальних перерiзiв розсiювання цих процесiв в

умовах резонансу;

– дослiдити властивостi нерезонансних процесiв гальмiвного випромiню-

вання електрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних пар на ядрi

та розсiювання електрона на електронi для випадку, коли енергiя поля, що
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поглинається чи випромiнюється частинкою, одного порядку за величинию з

початковою кiнетичною енергiєю частинок;

– теоретично вивчити процеси розсiювання електрона на ядрi та електро-

на на електронi в iмпульсному лазерному полi при малих кутах розсiювання,

визначити ймовiрностi вимушеного випромiнювання i поглинання в процесi роз-

сiювання електрона за таких умов.

Об’єкт дослiдження – фiзичнi процеси розсiювання, випромiнювання та

народження електрон-позитронних пар пiд впливом поля однiєї та двох iмпуль-

сних лазерних хвиль.

Предмет дослiдження – нелiнiйнi ефекти та кiнематичнi особливостi про-

тiкання квантових процесiв у полi однiєї та двох iмпульсних лазерних хвиль.

Методи дослiдження. При виконаннi роботи використовується матема-

тичний апарат квантової електродинамiки (дiаграмна технiка Фейнмана [10],

формалiзм S-матрицi), загальноприйнятi методи теоретичної фiзики з вивчення

взаємодiї лазерного випромiнювання з речовиною. Використовується напiвкла-

сичний метод розгляду процесiв (картина Фаррi [11]), коли зовнiшнє свiтлове

поле враховується точно i розглядається як класичне поле. При цьому взаємо-

дiя електронiв мiж собою та з полем ядра розглядається квантово-механiчно в

рамках борнiвського наближення. Для опису зовнiшнього лазерного поля вико-

ристовується модель плоскої квазiмонохроматичної хвилi, коли характерне чи-

сло осциляцiй напруженостi поля в електромагнiтному iмпульсi набагато бiльше

за одиницю. Використання стандартних методiв дозволяє в певних граничних

випадках одержати ранiше отриманi результати. Для зручностi в роботi викори-

стовується релятивiстська система одиниць (~ = 𝑐 = 1 ) та стандартна метрика

(𝑎𝑏) = 𝑎0𝑏
0 − ab для 4-простору.

Наукова новизна отриманих результатiв. Наукова новизна полягає у

вивченнi нових закономiрностей та кiнематичних ефектiв у процесах квантової

електродинамiки, що виникають за присутностi однiєї та двох лазерних хвиль

з урахуванням iмпульсного характеру зовнiшнього поля. Серед нових наукових

результатiв, якi одержанi в дисертацiйнiй роботi, можна видiлити наступнi:
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1. Розвинуто теорiю процесiв розсiювання електрона на ядрi, гальмiвно-

го випромiнювання електрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних

пар на ядрi, розсiювання електрона на електронi в iмпульсному лазерному полi;

отримано явнi вирази для амплiтуд переходу та диференцiальних перерiзiв роз-

сiювання цих процесiв, дослiджено енергетичнi та кутовi розподiли частинок в

кiнцевому станi та проведено порiвняльний аналiз для моделей монохромати-

чної та iмпульсної лазерної хвилi.

2. Визначено та дослiджено резонанснi властивостi процесiв гальмiвного ви-

промiнювання електрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних пар

на ядрi та розсiювання електрона на електронi в iмпульсному лазерному по-

лi, що пов’язанi з можливiстю виходу частинки в промiжному станi на масову

поверхню. Встановлено, що резонанснi властивостi перерiзу визначаються ха-

рактеристиками зовнiшньої iмпульсної хвилi та початковою кiнематикою про-

цесу. Показано, що за умов резонансу перерiз процесу в iмпульсному лазерному

полi може на кiлька порядкiв величини перевищувати вiдповiдний перерiз за

вiдсутностi зовнiшнього поля, а з ростом енергiї частинок резонансний перерiз

зменшується.

3. Розвинуто методику дослiдження фiзичних процесiв другого порядку за

постiйною тонкої структури полi iмпульсного лазера за резонансних умов в

рамках пiдходiв квантової електродинамiки, зокрема усунення резонансної роз-

бiжностi амплiтуди та перерiзу процесу в рамках математичного формалiзму

без застосування феноменологiчної процедури Брейта-Вiгнера.

4. Уперше вивчено процес розсiювання електрона на ядрi в iмпульсному

полi лазера в областi малих кутiв. Установлено, що перерiз розсiювання має

максимум поблизу видiленого напряму розсiювання електрона, що вiдповiдає

мiнiмальним значенням переданого iмпульсу для кожного парцiального процесу

вимушеного випромiнювання i поглинання. Пiдсилення перерiзу може складати

до двох порядкiв величини.

5. Передбачено параметричний iнтерференцiйний ефект для квантових

процесiв у полi двох iмпульсних лазерних хвиль у кiнематичнiй областi, коли
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хвильовий вектор лазерного поля та iмпульси частинок у початкових та кiнце-

вих станах лежать в однiй площинi (iнтерференцiйна область). Показано, що в

цiй областi встановлюється зв’язок мiж енергiєю та кутом вильоту частинки, а

процеси вимушеного випромiнювання i поглинання фотонiв обох хвиль вiдбува-

ються корельованим чином. Показано, що ймовiрнiсть парцiального процесу з

корельованим випромiнюванням (поглинанням) електроном рiвного числа фо-

тонiв обох хвиль на 2-3 порядки величини перевищує вiдповiдну ймовiрнiсть у

будь-якiй iншiй кiнематицi розсiювання.

6. Уперше дослiджено енергетичнi розподiли частинок в кiнцевому станi

для процесiв розсiювання електрона на ядрi, гальмiвного випромiнювання еле-

ктрона на ядрi, фотонародження електрон-позитронних пар на ядрi в полi двох

iмпульсних лазерних хвиль. Показано, що розподiл по енергiї в iнтерферен-

цiйнiй областi якiсно вiдрiзняється вiд розподiлу для iншої геометрiї процесу.

Параметричним iнтерференцiйний ефект проявляється в перерозподiлi ймовiр-

ностей парцiальних процесiв i енергетичний спектр електрона має смугастий

вигляд. Уперше показано, що для процесiв другого порядку за сталою тонкою

структури в полi двох iмпульсних хвиль можлива одночасна реалiзацiя резо-

нансних та iнтерференцiйних умов.

7. Показано, що для лазер-модифiкованих процесiв перерiз просумований

по всiх парцiальних процесах найбiльш суттєво вiдрiзняється вiд перерiзу про-

цесу за вiдсутностi поля, коли енергiя поля, що поглинається чи випромiнюється

частинкою, одного порядку за величиною з початковою кiнетичною енергiєю

частинок.

8. Уперше вивчено резонансний перерiз розсiювання ультрарелятивiст-

ських електронiв у сильному лазерному полi. Дослiджено залежнiсть резонан-

сного перерiзу вiд поляризацiї зовнiшньої лазерної хвилi. Знайдено область ма-

лих кутiв вльоту електронiв в системi центра iнерцiї, коли теорiя збурень по

впливу поля може бути застосована навiть при високiй iнтенсивностi. Показа-

но, що резонансний перерiз може перевищувати вiдповiдний перерiз процесу за

вiдсутностi зовнiшнього поля на декiлька порядкiв величини.
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Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi в роботi ана-

лiтичнi вирази для перерiзiв дослiджуваних процесiв у полi iмпульсного лазера

мають компактну, зручну для подальшого аналiзу структуру. Були використанi

добре вiдомi та випробуванi методи дослiдження, якi широко застосовуються в

подiбних роботах як в Українi, так i за її межами.

Кiлькiснi розрахунки в дисертацiйнiй роботi виконувалися для параметрiв

зовнiшнього лазерного поля та геометрiї процесiв, що вiдповiдають ранiше про-

веденим та запланованим експериментам з перевiрки нелiнiйних ефектiв КЕД.

Таким чином, результати дослiдження будуть кориснi при виконаннi наукових

програм мiжнародних проектiв, наприклад: ELI, FAIR на базi лазерної системи

PHELIX, XFEL та iн. Слiд зазначити, що отриманi загальнi аналiтичнi зако-

номiрностi для процесiв в зовнiшньому полi можуть бути поширенi на рентге-

нiвський дiапазон випромiнювання. Наближення квазiмонохроматичного поля

та помiрно сильної iнтенсивностi, що були використаннi в дослiдженнi, добре

узгоджуються з параметрами сучасних джерел рентгенiвського випромiнюван-

ня (спектральний склад, iнтенсивнiсть). Таким чином, дослiдження проведенi

на рiвнi свiтових аналогiв, результати можуть бути використанi та перевiренi в

подальших експериментах з квантової електродинамiки в сильних полях.

Результати теоретичних дослiджень процесу резонансного гальмiвного ви-

промiнювання були використанi для пояснення експериментальних спектрiв ви-

промiнювання при взаємодiї iмпульсного лазера з кластерами.

Результати робiт можуть бути використанi в рядi наукових iнститутiв та

центрiв як в Українi, так i за її межами: Iнститут прикладної фiзики НАН

України, Iнститут теоретичної фiзики НАН України, Київський нацiональний

унiверситетi iм. Тараса Шевченка, Нацiональний науковий центр "ХФТI"НАН

України, Харкiвський нацiональний унiверситет iм. В.Н. Каразiна, Нацiональ-

ний дослiдницький ядерний унiверситет "МIФIМосковський фiзико-технiчний

iнститут, Брукхейвенська нацiональна лабораторiя (США), Стенфордський

прискорювальний комплекс SLAC (США), Iнститут фiзики Чеської академiї

наук (Прага), Лабораторiї лiнiйних прискорювачiв (Орсе, Францiя) та iншi.
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Особистий внесок здобувача. Науковi результати дисертацiйного дослi-

дження були опублiкованi в роботах [12–26] та тезах доповiдей наукових кон-

ференцiй [27–38]. Основнi результати дослiджень, що ввiйшли в дисертацiйну

роботу, виконанi автором самостiйно або за його безпосередньої участi. Здо-

бувач брав участь у постановцi задач, виборi методiв дослiдження, проведеннi

аналiтичних i чисельних розрахункiв.

У роботах [12, 13] по вивченню процесу ФНП здобувачем було виконано

основну частину аналiтичних та чисельних розрахункiв. У роботi [12] деталь-

но дослiджено особливу кiнематику в областi ультрарелятивiстських енергiй

електрон-позитронної пари, коли процес ФНП на ядрi в полi iмпульсної лазер-

ної хвилi має резонансний характер. У роботi [13] здобувачам проведено аналiз

вiдношення пiдсумованого по парцiальних процесах нерезонансного перерiзу

народження пари на ядрi в полi лазерної хвилi до перерiзу процесу за вiдсутно-

стi поля.

У оглядових роботах [14, 15] за участi здобувача систематизовано та про-

аналiзовано загальнi властивостi фiзичних процесiв в iмпульсному лазерному

полi за умов резонансного протiкання процесiв, за винятком роздiлiв, що стосу-

ються процесу лазер-модифiкованого розсiювання Комптона (виконав Вороши-

ло О.I.). Розроблена методика усунення нефiзичних розбiжностей у перерiзах

процесiв у рамках моделi квазiмонохроматичної хвилi.

У роботi [16] за активної участi здобувача проаналiзовано загальнi вла-

стивостi фiзичних нерезонансних процесiв в iмпульсному полi лазера. Знайде-

но областi кутiв розсiювання та вильоту електрона та позитрона, коли перерiз

лазер-модифiкованого процесу перевищує перерiз процесу за вiдсутностi лазер-

ного поля.

У монографiї [17] здобувачем виконана основна робота з оформлення ре-

зультатiв, зокрема, що стосується процесiв розсiювання електрона на ядрi, галь-

мiвного випромiнювання та народження електрон-позитронної пари фотоном на

ядрi в присутностi зовнiшнього iмпульсного поля лазера.

У роботi [18] здобувачем проведено аналiз кiнцевих виразiв для перерiзу
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процесу розсiювання електрона на електронi в полi двох хвиль та проведено

основнi чисельнi розрахунки.

У роботi [19] за участi здобувача вперше отримано аналiтичнi вирази для

процесу розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль. Дослi-

джено основнi причини та динамiку поширення пiкiв, що з’являються в перерiзi

процесу в особливiй кiнематичнiй областi. Дослiдження були продовженi здо-

бувачем в роботах [20, 21], де детально вивченi енергетичнi спектри електрона

в кiнцевому станi та проведено порiвняльний аналiз для рiзних моделей зовнi-

шнього поля i рiзних кiнематичних областей.

У роботi [22] для перерiзу процесу розсiювання електрона на електронi в

сильному лазерному полi здобувачем було знайдено особливу область значень

кутiв вльоту електронiв, де може бути застосована теорiя збурень по впливу

сильного поля. Були виконанi вiдповiднi аналiтичнi та чисельнi розрахунки.

Робота [23], що присвячена лазер-модифiкованому розсiюванню електрона

на ядрi в областi малих кутiв, була виконана здобувачем самостiйно за консуль-

тативної пiдтримки проф. Рощупкiна С.П.

У роботi [24] за участi здобувача вперше отримано аналiтичнi вирази для

процесу другого порядку за сталою електромагнiтної взаємодiї в полi двох iм-

пульсних хвиль. Дослiджено основнi властивостi перерiзу нерезонансного про-

цесу гальмiвного випромiнювання в особливiй кiнематичнiй областi, де спосте-

рiгається корельований характер вимушеного випромiнювання та поглинання.

Здобувач також виконав чисельнi розрахунки для енергетичних спектрiв еле-

ктрона в кiнцевому станi. Подiбнi дослiдження були проведенi за участi здобу-

вача в роботi [25] вже для процесу фотонародження електрон-позитронних пар

на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль.

У роботi [26] для процесу гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi

здобувач виконав аналiтичний пошук областi кутiв розсiювання та вильоту

гальмiвного фотона, у якiй спостерiгається резонансний характер процесу при

корельованому випромiнюваннi та поглинаннi фотонiв обох хвиль. Здобувачем

було показано, що за таких умов перерiз процесу суттєво зростає.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi науковi результати дисер-

тацiйної роботи були оприлюдненi та обговоренi на наступних конференцi-

ях: 10th, 12th, 13th International Conferences Laser and Fiber-Optical Networks

Modeling (LFNM), що проходили в Севастополi в 2010 роцi, у Судаку в 2013

роцi та Одесi в 2016 роцi, вiдповiдно; XIV, XVI, XVII конференцiї з фiзики

високих енергiй, ядерної фiзики та прискорювачiв, ННЦ ХФТI, Харкiв, 2016,

2018, 2019 роки; Internat. Conf. Laser Optics (ICLO 2018), St. Peter., Russia, 2018.

Результати також регулярно обговорювалися на численних семiнарах вiд-

дiлу «Квантової електродинамiки сильних полiв», засiданнях Вченої ради та

конференцiях молодих науковцiв «Сучаснi проблеми експериментальної та те-

оретичної фiзики» Iнституту прикладної фiзики НАН України.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконана в теоретичному вiддiлi «Квантової електродина-

мiки сильних полiв» Iнституту прикладної фiзики НАН України в мiстi Суми.

Основнi результати дослiдження були отриманi в рамках науково-дослiдних ро-

бiт, де здобувач був виконавцем:
∙ «Когерентнi i резонанснi квантово-електродинамiчнi явища в сильних ла-

зерних полях» (№0107U000315, термiн виконання 01.2007-12.2011 рр.),

∙ «Квантово-електродинамiчнi явища в сильних електромагнiтних полях»

(№0111U010613, термiн виконання 01.2012–12.2016 рр.),

∙ «Квантова електродинамiка лептонiв в двохмодовому iмпульсному лазер-

ному полi» (№0113U006189, термiн виконання 10.2013–12.2013 рр.),

∙ «Квантово-польовi пiдходи в задачах зiткнення важких iонiв i еле-

ктронiв в електромагнiтних полях» (№0116U005848, термiн виконання

01.2017–12.2021 рр.).
Окрiм цього, виконання дослiдження було пiдтримано в рамках наступних

науково-дослiдних робiт, де здобувач виступав науковим керiвником:
∙ «Когерентнi ефекти процесiв квантової електродинамiки в iмпульсних свi-

тлових полях» (№0111U008802, термiн виконання 07.2011–12.2012 рр.)

∙ «Процеси квантової електродинамiки в iнтенсивних силових полях»

(№0118U006946, термiн виконання 10.2018–12.2018 рр.).
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Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiкованi у 27 наукових

працях, iз них: 1 монографiя; 1 роздiл в монографiї зарубiжного видавництва;

13 статей у провiдних фахових журналах, 12 статей iндексуються науковоме-

тричними базами Scopus та Web of Science; 5 статей у матерiалах Мiжнародних

наукових конференцiй та 7 тез доповiдей на конференцiях.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiйна робота складається iз всту-

пу, п’яти роздiлiв, висновкiв, перелiку використаних джерел та додаткiв. Змiст

дисертацiї викладено на 302 сторiнках друкованого тексту, з яких 219 сторiнок

основного тексту. Робота мiстить 42 рисунка, з яких 11 розмiщено повнiстю на

сторiнку, та 1 таблицю. Список використаних джерел складається iз 314 найме-

нувань, розмiщених на 39 сторiнках. Робота мiстить 4 додатки на 14 сторiнках.

Подяки. У першу чергу хотiлося б виразити слова глибокої вдячностi сво-

єму науковому керiвниковi та наставнику професору Рощупкiну Сергiю Павло-

вичу, який окрiм того, що є спiвавтором бiльшостi наукових публiкацiй, вiдiгра-

вав i вiдiграє суттєву роль у моєму професiйному та особистiсному розвитку.

Дякую також й iншим спiвавторам моїх робiт – Левицькiй Оленi Олександрiвнi

та Ворошилу Олексiю Iвановичу за плiдну спiвпрацю та дружнє ставлення.

Виражаю велику подяку директору Iнституту прикладної фiзики НАН

України академiку Сторiжку Володимиру Юхимовичу за всiляку пiдтримку та

створення комфортних умов для виконання представлених дослiджень. Дякую

керiвнику наукового семiнару вiддiлу квантової електродинамiки сильних полiв

IПФ НАН України доктору наук Холодову Роману Iвановичу та всiм активним

учасникам цього семiнару (Новак О.П., Денисенко О.I., Недорешта В.М., Ста-

родуб С.С., Цибульник В.О., Хелемеля О.В., Дяченко М.М., Лебединський С.О.

та iншi) за увагу до моєї роботи, слушнi поради та рекомендацiї при виконаннi

роботи.

Хочу також подякувати своїм рiдним та близьким з ненаукового середо-

вища за всебiчну пiдтримку та допомогу пiд час виконання та оформлення

роботи.
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РОЗДIЛ 1

ОПИС ФIЗИЧНИХ ПРОЦЕСIВ В ЛАЗЕРНИХ ПОЛЯХ

1.1. Характеристики лазерного випромiнювання.

Лазерне випромiнювання володiє цiлим рядом специфiчних властивостей,

якi якiсно вiдрiзняють його вiд iнших джерел випромiнювання, а саме: монохро-

матичнiсть, когерентнiсть, висока спрямованiсть i висока iнтенсивнiсть. Завдя-

ки цим унiкальним властивостям джерела лазерного випромiнювання знайшли

широке застосування в технiцi i медицинi, прикладних i фундаментальних до-

слiдженнях. При дiї потужного лазерного випромiнювання на фiзичнi процеси

виникає велика кiлькiсть ранiше невiдомих явищ, якi дозволяють проникнути в

суть атомарної i молекулярної будови речовини. Вiдкриття нових ефектiв дало

поштовх для розвитку рiзних галузей науки та технологiй таких як: нелiнiй-

на оптика, лазерна спектроскопiя, лазерна селективна фотофiзика i фотохiмiя,

волоконна оптика, бiофiзика, фiзика плазми, термоядерний синтез тощо.

З моменту появи перших лазерiв досягнуто величезного прогресу в збiль-

шеннi їх потужностi, що в значнiй мiрi пов’язано зi скороченням тривалостi

лазерних iмпульсiв [1]. Однiєю з найважливiших проблем лазерної фiзики є

генерацiя лазерного випромiнювання у виглядi iмпульсiв гранично малої три-

валостi. Вирiшення цiєї проблеми вiдкриває шлях до створення лазерiв, що

володiють гранично високою iнтенсивнiстю випромiнювання. Сучаснi лазернi

системи здатнi випромiнювати iмпульси тривалiстю в десятки фемтосекунд

(1 фc = 10−15 с) i навiть коротшi [6, 7, 39]. Порiвняно скромна по лазерних

масштабах енергiя випромiнювання, при зосередженнi в iмпульсi ультра ко-

роткої тривалостi, дає високу потужнiсть, а при фокусуваннi пучка - величе-

зну iнтенсивнiсть. Величезнi iнтенсивностi в сфокусованих пучках i пов’язанi

з ними напруженостi електричних i магнiтних полiв дають можливiсть вивча-

ти процеси взаємодiї свiтла з речовиною в режимах, ранiше недоступних для

експериментаторiв. За допомогою таких лазерiв дослiджуються ефекти кван-

тової електродинамiки (КЕД), наприклад, що виникають при взаємодiї ультра
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коротких iмпульсiв (УКI) з електронними пучками; проведенi експерименти з

релятивiстською плазмою; продемонстрована можливiсть iнiцiювання ядерних

реакцiй; розробляються рiзнi системи лазерного охолодження пучкiв; лазерно-

го прискорення заряджених частинок; розглядаються можливостi здiйснення

за допомогою лазерiв керованого термоядерного синтезу та багато iншого. У

даний час розробляються та реалiзованi схеми генерацiї направлених пучкiв

рентгенiвського i гамма випромiнювання при взаємодiї УКI з пучками швид-

ких електронiв. У таких установках є необхiднiсть вивчення ефектiв КЕД з

одного боку безпосередньо в процесi генерацiї рентгенiвського випромiнюван-

ня та з iншого боку застосування теоретичних пiдходiв КЕД при дослiдженнi

впливу iнтенсивного рентгенiвського випромiнювання на фiзичнi процеси.

Прикладне застосування лазерiв досить рiзноманiтне. Доступна висо-

ка щiльнiсть енергiї випромiнювання дозволяє виробляти локальну термiчну

обробку i пов’язану з нею механiчну обробку (рiзання, зварювання, пайку, гра-

вiювання). Точний контроль зони нагрiву дозволяє зварювати матерiали, якi

неможливо зварити звичайними способами (наприклад, керамiку i метал), ви-

користовувати його в мiкроелектронiцi для прецизiйної механiчної обробки ма-

терiалiв, проводити високоточнi хiрургiчнi операцiї. Лазери використовуються

для отримання поверхневих покриттiв матерiалiв (лазерне легування, лазерне

наплавлення, вакуумно-лазерне напилення) з метою збiльшення їх строку екс-

плуатацiї. Крiм того, увесь технологiчний процес лазерної обробки може бути

повнiстю автоматизований, тому характеризується високою точнiстю i проду-

ктивнiстю.

Iншою обставиною, що мотивує розвиток лазерiв УКI, є необхiднiсть вимi-

ру гранично коротких iнтервалiв часу, що дозволяє дослiджувати рiзнi швид-

коплиннi процеси, для яких фемтосекунда є природним масштабом часу. УКI

лазерного випромiнювання, наприклад, широко використовуються в лазернiй

хiмiї для запуску й аналiзу хiмiчних реакцiй. Тут лазерне випромiнювання до-

зволяє забезпечити точну локалiзацiю, дозованiсть, абсолютну стерильнiсть i

високу швидкiсть введення енергiї в систему.
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Монохроматичнiсть випромiнювання та тривалiсть лазерного iм-

пульсу. Однiєю з основних властивостей лазерного випромiнювання є його ви-

сока монохроматичнiсть. Тобто, характерна ширина спектрального розподiлу

лазерного випромiнювання значно менша за величину основної частоти:

∆𝜔/𝜔 ≪ 1. (1.1)

Реальна ширина спектру випромiнювання ∆𝜔 визначається ефективною шири-

ною робочого переходу в активному середовищi лазера, властивостями резона-

тора i тривалiстю iмпульсу. Як правило, для неперервного лазера справедлива

оцiнка:

∆𝜔/𝜔 ∼ 10−8. (1.2)

Спектральний розподiл при цьому має вигляд вузького пiку.

Для лазера, що працює в неперервному режимi, спектральний розподiл

може бути описаний 𝛿 -функцiєю Дiрака. У цьому випадку саме лазерне поле

може бути описане як плоска монохроматична хвиля. У випадку iмпульсного

лазерного поля для багатьох задач модель плоскої монохроматичної хвилi не-

достатньо повно описує лазерну хвилю, оскiльки може не враховувати певнi

кiнематичнi особливостi КЕД процесiв в присутностi зовнiшнього поля. Тодi

необхiдно враховувати тривалiсть iмпульсу й, вiдповiдно, кiнцеву ширину пiку

в спектральному розподiлi.

Тривалiсть випромiнювання безпосередньо пов’язана з шириною пiку в спе-

ктральному розподiлi лазерного поля, а також суттєво впливає на iнтенсивнiсть

випромiнювання в електромагнiтному iмпульсi. Тривалiсть лазерного випромi-

нювання визначається конструкцiєю лазерної установки. Залежно вiд постав-

лених задач вибираються рiзнi режими роботи лазерної установки.

Когерентнiсть та направленiсть лазерного випромiнювання. Як вi-

домо, когерентнiсть обумовлена вимушеним (на вiдмiну вiд спонтанного) хара-

ктером випромiнювання. Для електромагнiтного випромiнювання iснують по-
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няття просторової й часової когерентностi. Важливо вiдмiтити, що звичайне

поняття просторово-часової когерентностi не цiлком характеризує лазерне ви-

промiнювання високої iнтенсивностi, коли домiнують багатофотоннi процеси.

У цьому випадку лазерне випромiнювання необхiдно характеризувати когерен-

тнiстю вищих порядкiв.

Когерентнiсть лазерного випромiнювання та надзвичайно мала розбi-

жнiсть дозволяють сфокусувати випромiнювання в пляму, що за розмiром по-

рядку довжини хвилi: 𝑑 ∼ 𝜆 ∼ 1 мкм. При тривалостi лазерного iмпуль-

су порядку 1фс довжина цугу хвилi, тобто область локалiзацiї електрома-

гнiтного випромiнювання, також складає величину порядку довжини хвилi

𝑙 = 𝜏𝑐 ∼ 10−4 см ∼ 𝜆 .

Направленiсть лазерного випромiнювання зумовлена геометрiєю резонато-

ра. У резонаторi збуджуються лише такi хвилi, якi поширюються вздовж вiсi

резонатора або пiд невеликим до неї кутом. Пiдкреслимо, що кiнцевий розмiр

апертури резонатора (поперечний розмiр активного середовища) зумовлює ви-

никнення дифракцiї. Розбiжнiсть, обумовлена дифракцiєю, визначається фор-

мулою:

𝜗 = 𝜆/𝐷. (1.3)

Наприклад, для довжини хвилi випромiнювання 𝜆 = 10−5 см i характерного

розмiру апертури 𝐷 = 1 см отримаємо: 𝜗 ∼ 10−5 рад.

Iнтенсивнiсть лазерного випромiнювання. Лазерне випромiнювання

характеризується величиною напруженостi електричного поля 𝐹0 (в одиницях

В/см) або ж iнтенсивнiстю 𝐼0 (в одиницях Вт/см2 ), тобто середнiм значенням

густини потоку iмпульсу. Iнтенсивнiсть може бути визначена виразом

𝐼0 =
𝑄

𝑆0𝜏
=

𝑐

8𝜋
𝐹 2
𝑚𝑎𝑥, (1.4)

де 𝑄 – енергiя лазерного iмпульсу; 𝑆0 – поперечний перерiз лазерного пучка;

𝜏 – тривалiсть лазерного iмпульсу. З iншого боку, iнтенсивнiсть 𝐼0 для плоскої
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хвилi (1.8) можна визначити як середнє значення модуля вектора Пойтiнга:

𝑆 =
𝑐

4𝜋
[𝐹 ×𝐻] ⇒ 𝑆 =

𝑐

4𝜋
|F|2 =

𝑐

4𝜋
𝐹 2
0

(︀
sin2 𝜙+ 𝛿2 cos2 𝜙

)︀
,

𝐼0 = 𝑆 =
𝑐

8𝜋

(︀
1 + 𝛿2

)︀
𝐹 2
0 . (1.5)

Цей вираз визначає зв’язок iнтенсивностi випромiнювання з напруженiстю поля

i його поляризацiєю 𝛿 (див. вираз (1.8)) в одиницях системи СГС. Для того щоб

у виразi (1.5) iнтенсивнiсть вимiрювалася у Вт/см2 , а напруженiсть у В/см, не-

обхiдно ввести перевiднi коефiцiєнти. У результатi отримаємо спiввiдношення:

𝐼0 ≃ 1, 3 · 10−3
(︀
1 + 𝛿2

)︀
𝐹 2
0 , (1.6)

𝐹0 ≃
27, 46√
1 + 𝛿2

·
√︀
𝐼0 ≃

⎧⎨⎩ 27, 46
√
𝐼0, 𝛿 = 0;

19
√
𝐼0, 𝛿 = ±1.

(1.7)

Наприклад, для напруженостi лазерного поля, що за величиною одного порядку

з напруженiстю електричного поля на першiй боровськiй орбiтi атома водню

(𝐹𝑎 ≃ 5·109 В/см), з виразiв (1.6)-(1.7) маємо 𝐼𝑎 ≃ 1016÷1017 Вт/см. Зазначимо,

що коли мова йде про iмпульсну лазерну хвилю, пiд величинами 𝐹0 та 𝐼0 маємо

на увазi напруженiсть та iнтенсивнiсть поля у центрi лазерного iмпульсу.

1.2. Моделювання лазерного поля

При дослiдженнi фiзичних процесiв у лазерному полi останнє, зазвичай,

розглядається як зовнiшнє силове поле. Вибiр моделi для опису зовнiшнього

лазерного поля залежить вiд його силових та спектральних характеристик, а

також вiд кiнематичних умов протiкання дослiджуваних процесiв.

Завдяки специфiчним властивостям лазерного випромiнювання в багатьох

випадках задовiльною моделлю є плоска монохроматична хвиля. Для визна-

ченостi виберемо лазерну хвилю, яка поширюється вздовж вiсi z з площиною

поляризацiї (xy). У цьому випадку 4-потенцiал лазерної елiптично поляризова-
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ної хвилi може бути описаний наступним чином:

𝐴𝜇
𝑚𝑜𝑛 =

𝑐𝐹0

𝜔

(︀
𝑒𝜇𝑥 cos𝜙+ 𝛿𝑒𝜇𝑦 sin𝜙

)︀
, 𝜙 = (𝑘𝑥) = 𝜔(𝑡− 𝑧

𝑐
), (1.8)

де величини 𝐹0 i 𝜔 – амплiтуда напруженостi i частота електричного поля

хвилi; 𝜙 – фаза хвилi; 𝛿 – параметр елiптичностi лазерної хвилi (−1 ≤ 𝛿 ≤ 1 ),

значення 𝛿 = 0 вiдповiдає лiнiйнiй поляризацiї хвилi 𝛿 = ±1 – циркулярнiй

поляризацiї; 𝑒𝜇𝑥 = (𝑒𝑥0, e𝑥) , 𝑒𝜇𝑦 = (𝑒𝑦0, e𝑦) – 4-вектора поляризацiї, якi задоволь-

няють наступним спiввiдношенням:

(𝑒𝑥𝑒𝑦) = 0, 𝑒2𝑥 = 𝑒2𝑦 = −1, (𝑘𝑒𝑥,𝑦) = 0.

Зазвичай, за рахунок вибору калiбрування 4-потенцiалу можна прийняти 𝑒𝑥0 =

𝑒𝑦0 = 0 [9].

1.2.1. Модель плоскої квазiмонохроматичної хвилi

Амплiтуда напруженостi поля потужних коротких лазерних iмпульсiв зна-

чно змiнюється як в просторi, так i в часi. Використання моделi плоскої моно-

хроматичної хвилi для опису таких полiв стає проблемним. Для опису взаємодiї

частинок з iмпульсним лазерним полем може бути використана модель плоскої

квазiмонохроматичної хвилi, коли характерне число осциляцiй напруженостi

поля в електромагнiтному iмпульсi N набагато бiльше одиницi [40–42]:

𝑁 =
𝜔𝜏

2𝜋
≫ 1, (1.9)

тут 𝜔 – характерна частота зовнiшньої хвилi, 𝜏 – характерна тривалiсть iм-

пульсу. В областi оптичних частот характерна тривалiсть iмпульсу 𝜏 може

складати навiть десятки фемтосекунд i, отже, умова квазiмонохроматичностi

хвилi (1.9) виконується для бiльшостi сучасних потужних iмпульсних лазерiв.

Електромагнiтнi поля, для яких виконується умова (1.9), прийнято називати

квазiмонохроматичними.
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У рамках моделi плоскої квазiмонохроматичної хвилi лазерний iмпульс мо-

же бути описаний 4-потенцiалом у наступному виглядi

𝐴𝜇
𝑝𝑢𝑙 (𝜙) = 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
· 𝐴𝜇

𝑚𝑜𝑛 (𝜙) , 𝜙 = (𝑘𝑥) (1.10)

де 𝐴𝜇
𝑚𝑜𝑛 (𝜙) – 4-потенцiал монохроматичної хвилi (1.8); функцiя 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏) –

огинаюча функцiя 4-потенцiалу, яка дозволяє врахувати iмпульсний характер

поля лазера. Зазвичай, огинаючу функцiю вибирають так, щоб вона дорiвнюва-

ла одиницi в центрi iмпульсу, 𝑔 (0) = 1 , i експоненцiйно спадала при |𝜙| ≫ 𝜔𝜏

(наприклад, функцiя Гауса). У цьому випадку величину 𝜏 можна розглядати як

характерну тривалiсть лазерного iмпульсу. Зазначимо, що введення огинаючої

функцiї в потенцiал зовнiшнього поля приводить до поширення спектрального

розподiлу, тобто частота (енергiя фотонiв) має невизначенiсть порядку 1/𝜔𝜏 .

Вiдповiдно закон збереження енергiї для процесу в iмпульсному лазерному полi

виконується в рамках певних наближень.

Поле двох лазерних хвиль можна описати як суперпозицiю двох плоских

хвиль, якi поширюються в одному напрямi:

𝐴 (𝜙) = 𝐴1 (𝜙1) + 𝐴2 (𝜙2) . (1.11)

У випадку iмпульсного лазерного поля у виразi (1.11) кожен iз доданкiв має

наступний вигляд:

𝐴𝑗 (𝜙𝑗) =
𝐹0𝑗

𝜔𝑗
· 𝑔𝑗
(︂
𝜙𝑗

𝜔𝑗𝜏𝑗

)︂
· (𝑒𝑗𝑥 cos𝜙𝑗 + 𝛿𝑗𝑒𝑗𝑦 sin𝜙𝑗) , 𝑗 = 1, 2. (1.12)

Тут iндекс 𝑗 бiля кожного з параметрiв вiдповiдає першiй та другiй хвилi.

1.2.2. Посилення i скорочення тривалостi лазерних iмпульсiв

Для збiльшення iнтенсивностi лазерного iмпульсу його слiд пропустити че-

рез досить протяжне активне середовище з необхiдною шириною смуги поси-

лення. При цьому для посилення ультракороткого iмпульсу потрiбна набагато
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бiльша iнверсна населенiсть в активному середовищi пiдсилювача i, вiдповiдно,

енергiя накачування, нiж для генерацiї. Специфiка посилення УКI полягає в

тому, що при їх украй малiй тривалостi порiвняно невеликi енергiї лазерного

iмпульсу (iстотно меншi енергiї насичення) викликають нелiнiйнi ефекти, такi

як самофокусування, що обмежують механiзм посилення. Пiкову потужнiсть

лазерного iмпульсу обмежує руйнування активного середовища лазера при по-

тужностi понад гiгават на квадратний сантиметр. З метою подолання цього

обмеження був запропонований новий метод посилення УКI, названий пiдси-

ленням чiрпованих iмпульсiв (ПЧI) 1. Цей метод є оптичним аналогом методу,

що широко використовується в технiцi радiолокацiї. Для лазерiв цей метод за-

стосували Жерар Муру та Донна Стрiкленд у Рочестерському унiверситетi в

серединi 1980-х [1,43–48]. За цю роботу дослiдники в 2018 роцi отримали Нобе-

лiвську премiю з фiзики.

У методi ПЧI ультракороткий лазерний iмпульс перед входом в активне

середовище розтягують у часi так, що низькочастотна складова iмпульсу про-

ходить менший шлях, нiж високочастотна, а лазерний iмпульс стає позитивно

чiрпований. Розтягнений iмпульс має набагато меншу потужнiсть i його можна

пiдсилити на кiлька порядкiв величини iнтенсивностi за рахунок ефективної пе-

редачi енергiї, що накопичена в активному середовищi пiдсилювача. Пiсля по-

силення iмпульс пропускається через лiнiю затримки, у якiй є та ж залежнiсть

вiд основної частоти, але з протилежним знаком. Iмпульс знову збирається,

отримуючи пiкову потужнiсть на порядки бiльшу, нiж у первинному лазерному

iмпульсi. Окрiм великої пiкової потужностi, лазер iз пiдсиленням чiрповано-

го iмпульсу має вiдносно невеликi геометричнi розмiри, що дозволяє отримати

настiльний лазер тераватної потужностi [47].

Розтягувач та компресор можна побудувати рiзними способами. Напри-

клад, пiдсилювач чiрпованого iмпульсу на основi титан-сапфiрового кристалу

потребує розтягнення iмпульсу до кiлькох сотих пiкосекунди, а, отже, компо-

ненти з рiзними довжинами хвиль повиннi проходити оптичнi шляхи з рiзницею
1англiйською мовою – СРА (chirped pulse amplification)
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в 10 см. Найбiльш практичний спосiб цього досягнути - використовувати роз-

тягувач та компресор на основi дифракцiйних ґраток. Характеристикою розтя-

гувачiв та компресорiв є їхня дисперсiя. У методi ПЧI дисперсiї розтягувача й

компресора повиннi компенсувати одна одну. З практичних мiркувань розтягу-

вач, зазвичай, роблять з позитивною дисперсiєю, а компресор – з негативною.

Кожна компонента оптичної системи вiд початкового лазера до вихiдного ком-

пресора дає свiй внесок у дисперсiю. Налаштувати розтягувач та компресор так,

щоб на виходi отримати iмпульс, коротший нiж 100 фемтосекунд, непросто й

часто потребує використання додаткових дисперсiйних вузлiв.

1.3. Основнi параметри та особливi кiнематичнi областi для

квантових процесiв в лазерному полi

Вплив зовнiшнього лазерного поля на фiзичнi процеси обумовлений тим,

що в процесi взаємодiї, наприклад, електрона з iншими частинками вiн мо-

же вимушено випромiнювати та поглинати фотони лазерного поля. Кiлькiсть

фотонiв зовнiшнього лазерного поля, якi вимушено випромiнюються або погли-

наються електроном, визначається величинами певних параметрiв (параметрiв

багатофотонностi). Наскiльки iстотний вплив лазерної хвилi залежить вiд iн-

тенсивностi поля, кiнематики i характеру дослiджуваного процесу. Важливо

пiдкреслити, що є елементарнi квантовi процеси, якi можуть протiкати тiльки

в лазерному полi (лазер-iндукованi), i квантовi процеси, якi можуть протiкати

i без лазерного поля (лазер-модифiкованi). Також ефект присутностi лазерної

хвилi якiсно рiзний для процесiв першого i другого порядку за сталою тонкої

структури.

Вивчення елементарних квантових процесiв, що протiкають у сильному

лазерному полi, зазвичай проводиться на основi напiвкласичного методу, коли

лазерне поле описується класично, а взаємодiя електронiв, позитронiв один з

одним i з ядрами – методами квантової механiки (картина Фаррi [11]). Оскiльки

до теперiшнього часу не отриманий аналiтичний розв’язок рiвняння Дiрака в

суперпозицiї полiв плоскої електромагнiтної хвилi i кулонiвського центру, про-
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блему взаємодiї електронiв один з одним i з ядрами зазвичай розглядають, ви-

користовуючи точний розв’язок рiвняння Дiрака в полi плоскої хвилi (функцiї

Волкова) i перший порядок теорiї збурень по взаємодiї електрона один з одним

i з ядром (борнiвське наближення).

Нелiнiйнi ефекти в процесах взаємодiї частинок з полем хвилi визначаю-

ться класичним релятивiстськи iнварiантним параметром

𝜂0 =
𝑒𝐹0�̄�

𝑚𝑐2
. (1.13)

Тут �̄� – довжина хвилi. Параметр 𝜂0 є класичним, тому що в нього не входить

постiйна Планка. Фiзичний змiст параметра 𝜂0 – це вiдношення роботи поля

над частинкою з масою 𝑚 i зарядом 𝑒 на довжинi хвилi до енергiї спокою

даної частинки. Параметр 𝜂0 є основною характеристикою iнтенсивностi зовнi-

шнього поля. У випадку, коли 𝜂0 ≪ 1 , вiн набуває смислу швидкостi осциляцiй

частинки в зовнiшньому полi в одиницях швидкостi свiтла. Для iмпульсного по-

ля параметр 𝜂0 визначає iнтенсивнiсть електромагнiтного поля в пiцi лазерного

iмпульсу. У бiльшостi процесiв першого порядку, пов’язаних з випромiнюван-

ням або поглинанням електроном фотона в полi лазера, основним параметром,

що визначає багатофотоннi процеси, є класичний параметр 𝜂0 . Якщо 𝜂0 ≪ 1

(випадок слабкого поля), то найбiльш iмовiрнi процеси за участi одного фотона.

Якщо 𝜂0 ∼ 1 (випадок сильного поля), то мають мiсце багатофотоннi процеси.

З виразу (1.13) можна легко оцiнити, що для областi оптичних частот хви-

лi 𝜔 ∼ 1015 c−1 значення iнварiантного параметра 𝜂0 ∼ 1 вiдповiдають еле-

ктромагнiтним полям з напруженiстю: 𝐹0 ∼ 1010 ÷ 1011 В/см; i, вiдповiдно,

iнтенсивнiстю: 𝐼 ∼ 1018 ÷ 1019 Вт/см 2 .

У квантових процесах з кулонiвською взаємодiєю мiж частинками виникає

характерний квантовий параметр Бункiна-Федорова [49]:

𝛾0 =
𝑒𝐹0𝑣𝑖𝜔

−1

~𝜔
= 𝜂0

𝑚𝑐𝑣𝑖
~𝜔

, (1.14)

де 𝑣𝑖 – швидкiсть частинки. Фiзичний змiст параметра Бункiна-Федорова –
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це вiдношення роботи поля на вiдстанi, що проходить електрон за характерний

час осциляцiй поля до енергiї фотона. Квантовий параметр Бункiна–Федорова є

основним параметром багатофотонностi в досить широкiй кiнематичнiй областi

кутiв розсiювання (область Бункiна–Федорова) [49]. Тут для значень кванто-

вого параметра 𝛾0 ≪ 1 маємо однофотонне наближення, а для значень 𝛾0 & 1

маємо випадок, коли iстотнi багатофотоннi процеси.

В областi оптичних частот ~𝜔 ∼ 1 еВ маємо:

𝛾0 =
𝑚𝑐2

~𝜔
𝑣𝑖
𝑐
𝜂0 ∼ 5 · 105

𝑣𝑖
𝑐
𝜂0.

Таким чином, для визначеної iнтенсивностi зовнiшнього поля параметри (1.13)

та (1.14) мають суттєво рiзнi значення. Для аналiтичного дослiдження процесiв

КЕД цiкавою є область iнтенсивностей помiрно сильних полiв, для якої данi

параметри задовольняють наступним умовам:

𝜂0 ≪ 1, 𝛾0 & 1. (1.15)

В областi помiрно сильних полiв лазер-iндукованi процеси можуть бути описанi

в рамках однофотонного наближення, а квантовi процеси з кулонiвською вза-

ємодiєю мiж частинками зберiгають багатофотонний характер. Зазначимо, що

область помiрно сильних полiв (1.15) узгоджуються з iнтенсивностями сучасних

джерел рентгенiвського випромiнювання.

Для процесiв у полi двох електромагнiтних хвиль можна видiлити особли-

ву кiнематичну область (iнтерференцiйну область), у якiй квантовий параметр

Бункiна-Федорова не проявляється [50–52]. У такiй кiнематицi основну роль

вiдiграє квантовий iнтерференцiйний параметр:

𝛼0± = 𝜂01𝜂02
𝑚𝑣𝑖𝑐

~ (𝜔1 ± 𝜔2)
. (1.16)

Параметри 𝛼0± визначають вимушенi процеси при корельованому поглинан-

нi або випромiнюваннi електроном фотонiв першої та другої хвилi. У випадку
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циркулярної поляризацiї реалiзується тiльки одне з двох можливих значень

iнтерференцiйного параметра, причому верхнiй знак «+» вiдповiдає значен-

ням параметрiв елiптичностi 𝛿1 = −𝛿2 = +1 , коли вектори напруженостi поля

обертаються в протилежних напрямах. а нижнiй – однаковим поляризацiям

( 𝛿1 = 𝛿2 = +1 ) хвиль. Знак «–» 𝛿1,2 одного знаку (вектори напруженостi по-

ля обертаються в одному напрямi вiдносно вiсi поширення хвиль), вiдповiдно –

значенням рiзного знаку циркулярнiй поляризацiї

Зазначимо, що амплiтуда та диференцiальний перерiз процесiв КЕД в зов-

нiшньому лазерному полi можуть бути представленi у виглядi суми по парцi-

альних компонентах, кожна з яких вiдповiдає протiканню процесу з вимушеним

випромiнюванням та поглинанням частинками визначеної кiлькостi фотонiв ла-

зерного поля. Iмовiрнiсть таких вимушених процесiв визначається через функцiї

Бесселя цiлого показника 𝐽𝑛 (𝛾) , де показник 𝑛 визначає кiлькiсть фотонiв у

вимушених процесах випромiнювання та поглинання.

Як вiдомо, значення функцiї Бесселя стрiмко прямує до нуля, коли її по-

казник бiльший за аргумент. Таким чином, значення аргументу визначає ха-

рактерну область для числа фотонiв, а сам аргумент вiдiграє роль параметра

багатофотонностi для дослiджуваного процесу. Наведенi вище параметри ви-

значають вiдповiднi аргументи функцiй Бесселя, проте в добутку з додатковим

кiнематичним фактором. Таким чином, кiнематичнi умови протiкання проце-

сiв КЕД в зовнiшньому полi суттєво впливають на ймовiрнiсть багатофотонних

процесiв випромiнювання та поглинання.

Характерною особливiстю електродинамiчних процесiв другого порядку за

постiйною тонкої структури є можливiсть їх резонансного протiкання. При цьо-

му за резонансних умов поперечнi перерiзи процесiв розсiювання частинок у

зовнiшньому лазерному полi можуть на декiлька порядкiв за величиною пере-

вищувати вiдповiднi перерiзи розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього поля. Ре-

зонансний характер процесiв КЕД другого порядку зумовлений тим, що в полi

хвилi дозволенi процеси першого порядку за постiйною тонкої структури, такi

як спонтанне випромiнювання електроном, однофотонне народження та анiгi-
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ляцiя електрон-позитронних пар. Таким чином, у деякiй областi значень енергiї

й iмпульсу частинка в промiжному станi може стати реальною (вийти на ма-

сову оболонку), i даний процес вищого порядку ефективно зводиться до двох

послiдовних процесiв нижчих порядкiв. Виникнення резонансiв у процесах у

зовнiшньому лазерному полi належить до фундаментальних проблем квантової

електродинамiки сильних полiв. Крiм того, в умовах резонансу iстотно змiню-

ються кiнематичнi й енергетичнi характеристики процесiв, що може мати рiзне

прикладне застосування.

Становить науковий iнтерес вивчення процесiв КЕД в полi двох однаково

направлених лазерних хвиль. При певнiй кiнематицi процесу (iнтерференцiйна

кiнематика) вимушене випромiнювання i поглинання фотонiв першої та другої

лазерної хвилi вiдбувається корельованим чином, а ймовiрнiсть цих парцiаль-

них процесiв зазвичай вища, нiж в iнших кiнематичних областях. Даний ефект

за своєю природою належить до нелiнiйних ефектiв КЕД в зовнiшнiх полях,

оскiльки кiлькiсно визначається добутком напруженостей поля першої та дру-

гої хвилi та пов’язаний з їхньою iнтерференцiєю. Проведений у роботi аналiз

показав, що за певних кiнематичних умов можлива одночасна реалiзацiя резо-

нансних та iнтерференцiйних властивостей процесiв.

Зазначимо, що врахування iмпульсного характеру лазерного поля приво-

дить до виконання закону збереження енергiї лише в певному наближеннi. У

цьому випадку вплив поля на резонанснi та iнтерференцiйнi властивостi дифе-

ренцiальних перерiзiв процесiв суттєво рiзний у порiвняннi з випадком монохро-

матичного лазерного поля. Для процесiв КЕД в лазерних полях слiд видiлити

випадок, коли кiнетична енергiя частинок бiльша або одного порядку за вели-

чиною з роботою зовнiшнього поля над частинками на довжинi хвилi. У цьому

випадку вплив зовнiшнього поля на кутовi та енергетичнi розподiли частинок

у кiнцевих станах суттєвий навiть для нерезонансної кiнематики процесу. Цiка-

вий також випадок розсiювання на малi кути, який має ключове значення для

процесiв з частинками ультрарелятивiстських енергiй та для малих переданих

iмпульсiв.
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1.4. Електрон у полi лазерної хвилi

Основою теоретичного дослiдження процесiв квантової електродинамiки в

зовнiшнiх лазерних полях є розв’язок рiвняння Дiрака для електрона в полi

плоскої електромагнiтної хвилi – функцiї Волкова [2, 8, 9, 53–60]. При вивченнi

процесiв другого порядку за постiйною електромагнiтної взаємодiї часто дово-

диться звертатися до функцiї Грiна електрона в полi плоскої хвилi [60–66].

Рiвняння Дiрака може бути точно розв’язане для електрона, що рухає-

ться в полi плоскої електромагнiтної хвилi довiльного спектрального складу

(Д.М. Волков, 1937 р. [8, 53]). Розглянемо плоску хвилю, що поширюється

вздовж вiсi 𝑧 . Чотири-потенцiал такої хвилi залежить вiд координат лише в

комбiнацiї 𝜉 = 𝑡− 𝑧 :

𝐴𝜇 = 𝐴𝜇(𝜉). (1.17)

При цьому накладемо на 4-потенцiал (1.17) умову калiбрування Лоренца:

𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 𝑛𝜇𝐴

′𝜇 = (𝑛𝐴′) = 0, (1.18)

де 𝑛𝜇 = 𝜕𝜇𝜉 = (1, 0, 0,−1) , а штрих означає диференцiювання по змiннiй 𝜉 .

Оскiльки постiйний член в 𝐴 несуттєвий, то вираз (1.18) еквiвалентний умовi:

𝐴 = (0, 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 0) , так що автоматично виконується умова:

(𝑛𝐴) = 0, (1.19)

таким чином, хвиля поперечна вiдносно свого напрямку поширення.

Рiвняння Дiрака набуває виду: 2

[(𝛾𝑝) + 𝑒(𝛾𝐴) −𝑚]Ψ = 0. (1.20)

Спочатку розв’яжемо квадратичне рiвняння, яке отримаємо з (1.20), помно-
2У цьому пiдроздiлi, як виняток, "капелюшком"ми означаємо оператор, а не згортку вiдповiдного 4-

вектору з 𝛾 -матрицями Дiрака.
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живши його лiворуч на оператор (𝛾𝑝) + 𝑒(𝛾𝐴) :

[(𝑝2 + 𝑒(𝛾𝑝)(𝛾𝐴) + 𝑒(𝛾𝐴)(𝛾𝑝) + 𝑒2𝐴2 −𝑚2]Ψ = 0. (1.21)

Враховуючи диференцiальнi властивостi оператора 𝑝𝜇 = 𝑖𝜕𝜇 i властивостi 𝛾 -

матриць Дiрака, перетворемо квадратичне рiвняння Дiрака до форми:

[(−𝜕2 + 2𝑖𝑒(𝐴𝜕) + 𝑖𝑒(𝛾𝑛)(𝛾𝐴′) + 𝑒2𝐴2 −𝑚2]Ψ = 0. (1.22)

Розв’язок рiвняння (1.22) будемо шукати у виглядi:

Ψ = 𝑒−𝑖(𝑝𝑥)𝐹 (𝜉), (1.23)

де 𝑝 = (𝜀, 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧) – довiльний постiйний 4−вектор. Перед пiдстановкою

(1.23) у рiвняння (1.22) врахуємо, що

𝜕2Ψ =

(︂
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑥2
− 𝜕2

𝜕𝑦2
− 𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝑒−𝑖(𝑝𝑥)𝐹 (𝜉) = 𝑒−𝑖(𝑝𝑥)

(︀
−𝑝2𝐹 (𝜉) − 2𝑖𝜅𝑝𝐹

′(𝜉)
)︀
,

(𝐴𝜕)𝑒−𝑖(𝑝𝑥)𝐹 (𝜉) =

(︂
−𝐴𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 𝐴𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝑒−𝑖(𝑝𝑥)𝐹 (𝜉) = 𝑖(𝑝𝐴)𝑒−𝑖(𝑝𝑥)𝐹 (𝜉),

де 𝜅𝑝 = (𝑛𝑝) = 𝐸 − 𝑝𝑧 . Тодi пiсля пiдстановки (1.23) рiвняння (1.22) набуде

наступного вигляду

[(𝑝2 −𝑚2) − 2𝑒(𝑝𝐴) + 𝑒2𝐴2 + 𝑖𝑒(𝛾𝑛)(𝛾𝐴′)]𝐹 (𝜉) + 𝑖2𝜅𝑝𝐹
′(𝜉) = 0. (1.24)

Накладемо на 𝑝 додаткову умову: 𝑝2 = 𝑚2 .

Розв’язок рiвняння (1.24) має вигляд:

𝐹 (𝜉) = 𝑢 exp

(︂
− 𝑖

2𝜅𝑝

∫︁
[−2𝑒(𝑝𝐴) + 𝑒2𝐴2]𝑑𝜉 − 𝑒

2𝜅𝑝
(𝛾𝑛)(𝛾𝐴)

)︂
, (1.25)

де 𝑢 – довiльний постiйний бiспiнор. Усi степенi (𝛾𝑛)(𝛾𝐴) вище першої дорiв-
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нюють нулю, тому можна замiнити:

exp

(︂
𝑒(𝛾𝑛)(𝛾𝐴)

2𝜅𝑝

)︂
=

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!

(︂
𝑒(𝛾𝑛)(𝛾𝐴)

2𝜅𝑝

)︂𝑛

= 1 +
𝑒

2𝜅𝑝
(𝛾𝑛)(𝛾𝐴). (1.26)

Остаточно розв’язок квадратичного рiвняння Дiрака набуває форми:

Ψ = 𝐵(𝜉)𝑒−𝑖𝑆(𝑥) 𝑢√
2𝐸

, 𝐵(𝜉) = 1 +
𝑒

2𝜅𝑝
(𝛾𝑛)(𝛾𝐴), (1.27)

де функцiя 𝑆 спiвпадає з класичною дiєю для електрона в полi електромагнi-

тної хвилi:

𝑆 = (𝑝𝑥) +
𝑒

𝜅𝑝

∫︁ 𝜉

0

(︁
(𝑝𝐴(𝜉′)) − 𝑒

2
𝐴2(𝜉′)

)︁
𝑑𝜉′. (1.28)

Пiдстановка розв’язку (1.27) у початкове рiвняння Дiрака (1.20) конкре-

тизує вид бiспiнора 𝑢 . Легко отримати, що бiспiнор 𝑢 повинен задовольняти

рiвнянню Дiрака для вiльного електрона: ((𝛾𝑝) −𝑚)𝑢 = 0 . Таким чином, 𝑢

спiвпадає з бiспiнорною амплiтудою вiльної плоскої хвилi, що нормована умо-

вою: �̄�𝑢 = 2𝑚 (𝑢+𝑢 = 2𝐸 ).

Зазначимо, що вектор 𝑝 не є iмпульсом електрона в полi плоскої хвилi,

оскiльки 𝑝Ψ ̸= 𝑝Ψ . Хвильова функцiя (1.27) є власною функцiєю операторiв:

𝑝1 = 𝑖𝜕/𝜕𝑥 , 𝑝2 = 𝑖𝜕/𝜕𝑦 , 𝑝0 − 𝑝3 = 𝑖 (𝜕/𝜕𝑡− 𝜕/𝜕𝑧) :

𝑝𝑥Ψ = 𝑝𝑥Ψ, 𝑝𝑦Ψ = 𝑝𝑦Ψ, (𝑝0 − 𝑝𝑧)Ψ = (𝐸 − 𝑝𝑧) Ψ = 𝜅𝑝Ψ.

Цi оператори комутативнi з гамiльтонiаном рiвняння Дiрака, тому в полi пло-

скої хвилi зберiгаються компоненти узагальненого iмпульсу вздовж осей 𝑥 , 𝑦

i рiзниця мiж повною енергiєю i компонентою узагальненого iмпульсу вздовж

вiсi 𝑧 :

𝑝𝑥 = const, 𝑝𝑦 = const, 𝜅𝑝 = 𝐸 − 𝑝𝑧 = const.

Самi ж повна енергiя електрона i компонента узагальненого iмпульсу вздовж
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вiсi 𝑧 не зберiгаються. У хвильовому полi невiдомий вид оператора спiна, то-

му хвильовi функцiї (1.27) пiдбираються вiдповiдно до спiнових властивостей

вiльного електрона.

Функцiї Ψ𝑝𝜆 ортогональнi i нормованi умовою:∫︁
Ψ̄𝑝′,𝜆′𝛾0Ψ𝑝𝜆𝑑

3𝑥 = (2𝜋)3𝛿(3)(p− p′)𝛿𝜆,𝜆′. (1.29)

Умова ортонормованостi (1.29) хвильових функцiй (1.27) є iстотною для

побудови теорiї збурень, у якiй як базис використовуються цi нестацiонарнi

хвильовi функцiї.

Знайдемо густину струму ймовiрностi, що вiдповiдає функцiям Волкова

(1.27). Помiтивши, що

𝜓𝑝𝜆 =
�̄�𝑝𝜆√
2𝐸

�̄�𝑝𝑒
−𝑖𝑆, (1.30)

прямим добутком отримаємо:

𝑗𝜇 = 𝜓𝑝𝜆𝛾
𝜇𝜓𝑝𝜆 =

1

𝐸

(︂
𝑝𝜇 − 𝑒𝐴𝜇 + 𝑘𝜇

(︂
𝑒(𝑝𝐴)

(𝑘𝑝)
− 𝑒2𝐴2

2(𝑘𝑝)

)︂)︂
. (1.31)

Якщо 𝐴𝜇(𝜑) перiодичнi функцiї i їх середнє (за часом) значення перетворює-

ться на нуль, то середнє значення густини струму

�̄�𝜇 =
1

𝐸

(︂
𝑝𝜇 − 𝑒2

2(𝑘𝑝)
𝐴2𝑘𝜇

)︂
. (1.32)

Оператор кiнетичного iмпульсу є рiзниця 𝑝− 𝑒𝐴 = 𝑖𝜕 − 𝑒𝐴 . Прямим обчисле-

нням знайдемо середнє за часом значення цього 4-вектора, яке позначимо 𝑞𝜇 ,

та його квадрат:

𝑞𝜇 = 𝑝𝜇 − 𝑒2𝐴2

2(𝑘𝑝)
𝑘𝜇. (1.33)

𝑞2 = 𝑚2
*, 𝑚* = 𝑚

√︁
1 − 𝑒2𝐴2/𝑚2, (1.34)
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де 𝑚* грає роль "ефективної маси"електрона в зовнiшньому хвильовому полi.

Порiвнявши (1.32) та (1.33), легко бачити, що

�̄�𝜇 = 𝑞𝜇/𝐸. (1.35)

Вiдмiтимо також, що умова нормування (1.29), виражена за допомогою вектора

𝑞 , має вигляд ∫︁
𝜓*
𝑞′,𝜆′𝜓𝑞𝜆𝑑

3𝑥 = (2𝜋)3
𝐸*

𝐸
𝛿(𝑞′ − 𝑞)𝛿𝜆,𝜆′, (1.36)

де використано спiввiдношення: 𝛿(𝑝𝑧 − 𝑝
′

𝑧) = (𝐸/𝐸*)𝛿(𝑝*𝑧 − 𝑝
′*
𝑧 ) .

1.4.1. Функцiя Волкова для моделi квазiмонохроматичної хвилi

Розглянемо розв’язок рiвняння Дiрака для електрона в полi iмпульсної ла-

зерної хвилi. Скористаємося загальним виразом для розв’язку (1.27)-(1.28) та

явним видом 4-потенцiалу квазiмонохроматичної хвилi (1.10), отримаємо насту-

пний вираз:

𝜓 (𝑥|𝐴) =

[︂
1 +

𝑒

2 (𝑘𝑝)
𝑘𝐴

]︂
· 𝑢√

2𝑒
exp (𝑖𝑆) , (1.37)

𝑆 = − (𝑝𝑥) −
∫︁ 𝜙

−∞

{︂
𝜂 (𝜙′)

𝑚

(𝑘𝑝)
[(𝑒𝑥𝑝) cos𝜙′ + 𝛿 (𝑒𝑦𝑝) sin𝜙′] +

+𝜂2 (𝜙′)
𝑚2

4 (𝑘𝑝)

[︀(︀
1 + 𝛿2

)︀
+
(︀
1 − 𝛿2

)︀
cos 2𝜙′]︀}︂ 𝑑𝜙′,

(1.38)

𝜂 (𝜙′) = 𝜂0 · 𝑔 (𝜙′/𝜔𝜏) . (1.39)

Тут 𝜂0 – класичний релятивiстсько-iнварiантний параметр, що характеризує

iнтенсивнiсть хвилi в пiку iмпульсу (1.13); 𝑝 = (𝐸, 𝑝) – 4-iмпульс електрона;

𝑢 – бiспiнор Дiрака; величини з капелюшками означають згортки вiдповiд-

них 4-векторiв з матрицями Дiрака. Наприклад, 𝑘 = 𝑘𝜇𝛾
𝜇 = 𝑘0𝛾

0 − 𝑘𝛾 , де

𝛾𝜇 (𝜇 = 0, 1, 2, 3) – матрицi Дiрака.
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Обчислення iнтегралiв у виразi (1.38) виконаємо з точнiстю до нульового

порядку за малою величиною 1/𝜔𝜏 ≪ 1 . Так, наприклад, iнтегруванням по

частинах легко отримати:∫︁ 𝜙

−∞
𝑔

(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂
𝑑 (sin𝜙′) =

= sin𝜙′ · 𝑔
(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂⃒⃒⃒⃒𝜙
−∞

− 1

𝜔𝜏

∫︁ 𝜙

−∞
𝑔′
(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂
sin𝜙′𝑑𝜙′ ≈ 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
sin𝜙.

(1.40)

Таким чином, пiсля нескладних перетворень класична дiя (1.38) для початко-

вого електрона набуває вигляду:

𝑆 (𝜙) = −
∫︁
𝑝𝑑𝑥− 𝛾 (𝜙) sin(𝜙− 𝜒) + 𝛽 (𝜙) sin 2𝜙, (1.41)

𝑝 (𝜙) = 𝑝+
(︀
1 + 𝛿2

)︀
𝜂2 (𝜙)

𝑚2

4 (𝑘𝑝)
𝑘, (1.42)

𝛾 (𝜙) =
𝜂 (𝜙)𝑚

(𝑘𝑝)

√︁
(𝑝𝑒𝑥)2 + 𝛿2(𝑝𝑒𝑦)2, (1.43)

tan𝜒 = 𝛿
(𝑝𝑒𝑦)

(𝑝𝑒𝑥)
, (1.44)

𝛽 (𝜙) = −1

8
(1 − 𝛿2)

𝜂2 (𝜙)𝑚2

(𝑘𝑝)
. (1.45)

Така структура класичної дiї вiдповiдає роздiленню руху класичного еле-

ктрона на систематичне перемiщення вздовж деякої плавної траєкторiї i швидкi

осциляцiї навколо неї. Залежнiсть величини 𝑝𝜇 вiд змiнної 𝜙 є ефект "понде-

ромоторного"розсiювання [40–42]. Через цю залежнiсть 4-вектор 𝑝𝜇𝑖 , на вiдмiну

вiд випадку монохроматичної хвилi, вже не можна розглядати як квазiiмпульс

частинки в зовнiшньому полi.

При дослiдженнi процесiв квантової електродинамiки в зовнiшньому лазер-

ному полi для отримання амплiтуди переходу з початкового стану в кiнцевий

виникає потреба розкласти хвильову функцiю в ряди Фур’є. Для моделi моно-
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хроматичної хвилi у функцiях Волкова легко видiлити перiодичну частину. У

випадку iмпульсного поля, оскiльки 4-потенцiал хвилi не є перiодичною фун-

кцiєю фази, таку залежнiсть видiлити не вдається.

Проте в силу умови квазiмонохроматичностi хвилi (1.9) можна наближено

розкласти функцiю Волкова в ряди [40]. Для цього окремо розглянемо перiо-

дичну залежнiсть вiд фази i залежнiсть вiд комбiнацiї 𝜙/𝜔𝜏 через огинаючу

функцiю потенцiалу:

𝜓 (𝑥|𝐴) ≡ 𝜓
(︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁)︁
. (1.46)

Вiдмiтимо, що в силу умови (1.9) залежнiсть вiд фази в огинаючiй фун-

кцiї є слабкою. Будь-яка функцiя, що неперервно диференцiюється, може бути

розкладена в ряд Фур’є на вiдрiзку [𝜙, 𝜙+ 2𝜋]

𝜓
(︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁)︁
=

∞∑︁
𝑛=−∞

𝜓𝑛 (𝜙) exp (𝑖𝑛𝜙) , (1.47)

𝜓𝑛 (𝜙) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜙+2𝜋

𝜙

𝜓

(︂
𝜙′, 𝑔

(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂)︂
exp (−𝑖𝑛𝜙′) 𝑑𝜙′. (1.48)

Розкладемо частину функцiї 𝜓 , що залежить вiд огинаючої 𝑔(𝜙/𝜔𝜏) , у ряд

Тейлора поблизу точки 𝜙′ = 𝜙 ,

𝜓

(︂
𝜙′, 𝑔

(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂)︂
= 𝜓

(︁
𝜙′, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁)︁
+
𝜙′ − 𝜙

𝜔𝜏
· 𝜕𝜓
𝜕𝑔

· 𝑔′
(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
· · · . (1.49)

Звiдси видно, що в нульовому наближеннi по параметру 1/𝜔𝜏 , коефiцiєнти

Фур’є залежать вiд початкової точки вiдрiзка [𝜙, 𝜙+ 2𝜋] тiльки через огинаючу

функцiю 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏) . У силу цього вираз для коефiцiєнтiв Фур’є (1.48) набуває

вигляду:

𝜓𝑛 (𝜙) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜓
(︁
𝜙′, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁)︁
· exp (−𝑖𝑛𝜙′) · 𝑑𝜙′. (1.50)



58

Проводячи нескладнi перетворення спiввiдношення (1.50), остаточно отри-

маємо для функцiї Волкова наступний вираз:

𝜓𝑛 (𝜙) =
𝑢√
2𝜀

exp {−𝑖 (𝑑𝑛 + 𝑝𝑥− 𝑛𝜙)}×

×
[︂
𝐿𝑛(𝜙) + 𝜂 (𝜙)

𝑚

4 (𝑘𝑝)
𝑘
(︁
𝜀(−)𝐿𝑛−1(𝜙) + 𝜀(+)𝐿𝑛+1(𝜙)

)︁]︂
,

(1.51)

де 𝜀(±) = 𝑒𝑥 ± 𝑖𝛿𝑒𝑦 ; 𝑑𝑛 – фазовий множник. У виразi (1.51) введенi iнтегральнi

функцiї 𝐿𝑛 , якi визначають ймовiрнiсть багатофотонних процесiв:

𝐿𝑛 (𝜙) ≡ 𝐿𝑛 (𝛾 (𝜙) , 𝜒, 𝛽 (𝜙)) =

=
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

exp{𝑖 (−𝑛𝜑+ 𝛾 (𝜙) sin (𝜑− 𝜒) + 𝛽 (𝜙) sin 2𝜑)} 𝑑𝜑.
(1.52)

Властивостi функцiй 𝐿𝑛 детально вивченi в роботi [67] (див. також Дода-

ток А). Вони можуть бути представленi у виглядi розвинення в ряд по функцiях

Бесселя цiлого порядку, властивостi яких детально викладенi в книзi [68]:

𝐿𝑛 = exp (−𝑖𝑛𝜒)
∞∑︁

𝑠=−∞
exp (2𝑖𝑠𝜒) 𝐽𝑛−2𝑠 (𝛾) 𝐽𝑠 (𝛽) . (1.53)

Тут параметри 𝛾 , 𝜒 , 𝛽 , що залежать вiд iмпульсу електрона i параметрiв

хвилi, визначаються вiдповiдно виразами (1.43)− (1.45).

Отриманий вираз для функцiї Волкова (1.51)-(1.52) справедливий у загаль-

ному випадку елiптичної поляризацiї, а також для довiльних iнтенсивностей i

частот зовнiшньої хвилi. Важливо пiдкреслити, що в (1.51) сума по всiх пози-

тивних i негативних значеннях 𝑛 означає суму по всiх процесах вимушеного

поглинання i випромiнювання фотонiв хвилi.

Зазначимо, що у випадку двох iмпульсних хвиль з’являються спецiальнi

функцiї iншого виду 𝐼𝑛1𝑛2
[67] (див. також Додаток А), якi визначають ймо-

вiрностi вимушених процесiв випромiнювання та поглинання при проходженнi

процесiв КЕД в зовнiшньому полi такого типу.



59

1.4.2. Функцiя Грiна електрона в полi плоскої хвилi

Функцiю Грiна електрона знайдемо методом пiдсумовування розв’язкiв рiв-

няння Дiракa (1.27)-(1.28) по квантових станах [66]:

−𝑖𝐺(𝑟, 𝑟′) =

⎧⎨⎩
∑︀

𝑗 Ψ
(+)
𝑗 (𝑟) ⊗ Ψ̄

(−)
𝑗 (𝑟′) 𝑡 > 𝑡′,

−
∑︀

𝑗 Ψ
(−)
𝑗 (𝑟) ⊗ Ψ̄

(+)
𝑗 (𝑟′) 𝑡 < 𝑡′;

(1.54)

де функцiї Ψ
(+)
𝑗 (𝑟) та Ψ

(−)
𝑗 (𝑟) вiдповiдають розв’язкам з додатнiми та вiд’єм-

ними частотами для релятивiстського електрона у хвильовому полi:

Ψ
(+)
𝑝𝜆 (𝑟) = 𝐵𝑝(𝜉)𝑒

−𝑖𝑆𝑝(𝑟)
𝑢𝑝𝜆√

2𝜀
, 𝐵𝑝(𝜉) = 1 +

𝑒

2𝜅𝑝
�̂�𝐴, (1.55)

Ψ̄
(−)
𝑝𝜆 (𝑟) =

�̄�𝑝𝜆√
2𝜀
�̄�𝑝(𝜉)𝑒

𝑖𝑆𝑝(𝑥), �̄�𝑝(𝜉) = 1 − 𝑒

2𝜅𝑝
�̂�𝐴, (1.56)

де �̄�𝑝𝜆 = 𝑢𝑝𝜆𝛾
0 .

Розглянемо випадок 𝑡 > 𝑡′ . Пiдставимо хвильовi функцiї (1.55), (1.56) у

(1.54):

−𝑖𝐺(𝑟, 𝑟′) =
∑︁
𝑗

1

2𝜀
𝐵𝑝(𝜉)𝑢𝑝𝜆 ⊗ �̄�𝑝𝜆�̄�𝑝(𝜉

′) exp (−𝑖 [𝑆𝑝(𝑟) − 𝑆𝑝(𝑟
′)]). (1.57)

Врахуємо, що
∑︀

𝜆 𝑢𝑝𝜆⊗ �̄�𝑝𝜆 = 𝑝+𝑚 , тодi пiдсумовування по поляризацiях

в (1.57) дає

−𝑖𝐺(𝑟, 𝑟′) =
∑︁

𝑝𝑥,𝑝𝑦𝑝𝑧

1

2𝜀
𝐵𝑝(𝜉) (𝑝+𝑚) �̄�𝑝(𝜉

′) exp (−𝑖 [𝑆𝑝(𝑟) − 𝑆𝑝(𝑟
′)]). (1.58)

Суму по квантових числах 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦 , 𝑝𝑧 замiняємо на iнтеграл по станах

фазового простору:

−𝑖𝐺(𝑟, 𝑟′) =
1

(2𝜋)3
×

×
∫︁

1

2𝜀
𝐵𝑝(𝜉) (𝑝+𝑚) �̄�𝑝(𝜉

′) exp (−𝑖 [𝑆𝑝(𝑟) − 𝑆𝑝(𝑟
′)])𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧.

(1.59)
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Аналогiчно можна отримати вираз для функцiї Грiна електрона в плоскому

полi у випадку 𝑡 < 𝑡′ . Обидва випадки можна об’єднати, ввiвши iнтегрування

по змiннiй 𝑝0 згiдно з правилом:

1

2𝜀
𝑓(𝜀) → 𝑖

2𝜋

∫︁
𝑑𝑝0

1

𝑝20 − 𝜀2
𝑓(𝑝0), (1.60)

де iнтегрування проводиться вздовж дiйсної вiсi, а полюси необхiдно обходити

за стандартним правилом Фейнмана [9]. У результатi функцiя Грiна набуде

вигляду:

𝐺(𝑟, 𝑟′) = − 1

(2𝜋)4

∫︁
𝐵𝑝(𝜉)

𝑝+𝑚

𝑝2 −𝑚2
�̄�𝑝(𝜉

′) exp {−𝑖 (𝑆𝑝(𝑟) − 𝑆𝑝(𝑟
′))} 𝑑4𝑝. (1.61)

Вiдмiтимо, що у виразi (1.61) у 4-векторах 𝑝 нульова компонента 𝜀 вiдповiдно

до (1.60) замiнена на 𝑝0 .

1.5. Огляд лiтератури

Логiчним продовженням розвитку квантової фiзики став перехiд в ре-

лятивiстську область, що привело до появи рiвняння Дiрака [69] – реляти-

вiстського узагальнення рiвняння Шредiнгера. Рiвняння Дiрака представляє

релятивiстсько-iнварiантне рiвняння руху для бiспiнорного класичного поля

електрона, що може бути застосоване для опису iнших точкових фермiонiв зi

спiном 1/2. Рiвняння Дiрака пiдтверджувало iснування спiну та теоретично про-

гнозувало iснування античастинок. Це рiвняння стало основою для розвитку

нового роздiлу квантової теорiї поля – квантової електродинамiки, яка описує

взаємодiю електромагнiтного поля та електрон-позитронного поля Дiрака.

Протягом наступних рокiв було розвинено математичний формалiзм но-

вої теорiї та дослiджено основнi фiзичнi процеси розсiювання за участi реля-

тивiстських електронiв та народження електрон-позитронних пар. Так, вже в

1929 роцi Френсiс Мотт отримав поперечний перерiз пружного розсiювання ре-

лятивiстського електрона на ядрi з урахуванням спiну [70]. Формула Мотта

була узагальненням добре вiдомої формули Резерфорда. У процесi розсiюва-
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ння електрона на ядрi чи атомi iснує певна ймовiрнiсть квантового переходу

електрона в стан з меншою енергiєю з випусканням одного фотона. У такий

спосiб електрон гальмується в речовинi i при цьому генерується випромiнюва-

ння зi суцiльним спектром та рiзкою межею, що вiдповiдає початковiй енергiї

електрона. Процес гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi вперше в

квантовому пiдходi був вивчений Арнольдом Зоммерфельдом [71] для нереля-

тивiстських енергiй електронiв. У загальному релятивiстському випадку галь-

мiвне випромiнювання та народження пари електрон-позитрон фотоном на ядрi

булу дослiдженi Гансом Бете та Вальтером Гайтлером [72]. Лише через кiлька

рокiв пiсля того, як Дiрак опублiкував своє рiвняння, датський фiзик Крiстiан

Меллер успiшно прорахував розсiювання електронiв з погляду квантової еле-

ктродинамiки [73, 74]. Його робота спочатку орiєнтувалася на проблему проце-

су гальмування релятивiстських електронiв в речовинi. Результатом стала до-

бре вiдома формула Меллера, яка визначає перерiз розсiювання для зiткнення

двох релятивiстських електронiв. Подальший розвиток квантової електродина-

мiки та її фундаментальнi результати були представленi в рядi пiдручникiв та

монографiй, серед яких видiлимо [9, 75, 76], що також включають теоретичнi

результати згаданих вище робiт.

Одним iз передбачень квантової електродинамiки є ефект народження

електрон-позитронних пар в сильних електромагнiтних полях, який має фунда-

ментальний характер. Невдовзi пiсля того, як було запропоновано релятивiст-

ське рiвняння Дiрака, Заутер обчислив ненульову ймовiрнiсть переходу еле-

ктрона з негативного континууму в позитивний в присутностi потенцiальниго

бар’єру [77]. Пiзнiше ця ймовiрнiсть була пов’язана зi швидкiстю народження

пар в статичному електричному полi. Гейзенберг i Ейлер в роботi [78] отрима-

ли вираз для ефективної дiї однiєї петлi в постiйному зовнiшньому полi. Повна

уявна частина ефективної дiї, що вiдповiдає ймовiрностi розпаду вакууму в

одиницю часу, була строго розрахована в рамках квантовоелектродинамiчної

теорiї в дослiдженнi Швiнгера [61]. Процес народження електрон-позитронної

пари двома фотонами був розглянутий Брейтом та Вiлером [79].
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Рiвняння Дiрака було точно розв’язане для електрона, що рухається в полi

плоскої електромагнiтної хвилi довiльного спектрального складу Дмитром Вол-

ковим [8,53]. Функцiї Волкова стали основою теоретичного дослiдження проце-

сiв квантової електродинамiки в зовнiшнiх електромагнiтних полях. Створення

когерентних джерел випромiнювання (Н.Г. Басов, А.М. Прохоров, Ч. Таунс,

1953 р.) призвело до експериментальних i теоретичних дослiджень рiзних аспе-

ктiв взаємодiї свiтла з речовиною на якiсно новому рiвнi. У результатi було

виявлено велику кiлькiсть явищ i ефектiв, поява яких була обумовлена специ-

фiчними властивостями лазерного випромiнювання. З’явилися новi роздiли фi-

зики: нелiнiйна оптика, лазерна спектроскопiя, лазерна селективна фотофiзiка

та фотохiмiя, лазерна плазма, атоми i молекули в лазерному полi та iн. У тому

числi почала розвиватися квантова електродинамiка в сильних полях. Серед

знакових публiкацiй в цьому напрямi слiд видiлити збiрку робiт Володимира

Iвановича Рiтуса та Анатолiя Iллiча Нiкiшова [2]. У цiй працi були детально

дослiдженнi процеси випромiнювання фотона електроном, народження та анi-

гiляцiї електрон-позитронних пар iндукованi полем плоскої монохроматичної

хвилi, викладенi основнi методи дослiдження процесiв в плоскохвильовому та

постiйному електромагнiтному полi, визначений вклад радiацiйних поправок.

При цьому дослiдження стосувалися широкого дiапазону енергiй частинок та

iнтенсивностей лазерних полiв. Показано, що систему електрон+плоска моно-

хроматична хвиля можна розглядати як квазiчастинку з ефективною масою та

квазiiмпульсом.

Подальший розвиток квантової електродинамiки в сильних полях описаний

У рядi монографiй [80–93] та оглядових роботах [7,94–103].

Основним об’єктом дослiджень квантової електродинамiки в сильних по-

лях є фiзичнi процеси в зовнiшньому електромагнiтному полi, серед яких

видiлимо: розсiювання електрона на ядрi та багатофотонна iонiзацiя ато-

мiв [49–52, 81–86, 96–151], гальмiвне випромiнювання електрона на ядрi [14–

16, 98–100, 152–174], народження електрон-позитронної пари фотоном на ядрi

[175–185], розсiювання електрона на електронi [98,103,186–208] та розсiювання
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лептона на лептонi [86, 209–213], розсiювання фотона на електронi [214–224]. А

також процеси випромiнювання фотона електроном [3,42,215–248] та народже-

ння електрон-позитронних пар [2–5, 61, 77, 249–261], що iндукуються лазерним

полем. Цi процеси є складовими процесу народження пар електроном в зовнi-

шньому полi [5, 261–269] та є основою для розвитку КЕД-каскадiв [7, 270–274].

Процесам пiд впливом двох лазерних хвиль, якi є об’єктом представленого до-

слiдження, присвяченi роботи [50–52, 58, 86, 126, 149–151, 161–163, 182–184, 205,

215,216,235,242,251,253,275–284].

Розвиток методiв посилення лазерного випромiнювання, що вилився в ме-

тодику пiдсилення чiрпованих iмпульсiв (ПЧI) [1, 43–48], поставив проблему

врахування в теоретичних моделях iмпульсного характеру лазерного поля. За-

значимо роботу Нарожного та Фофанова [40], де було дослiджено процес ви-

промiнювання фотона електроном в iмпульсному лазеному полi та розроблено

методику вивчення процесiв в рамках квазiмонохроматичного наближення для

зовнiшнього поля. Зокрема, продемонстровано наближене розвинення амплiту-

ди переходу в ряди Фур’є роздiлом на перiодичну та слабку залежнiсть величин

вiд фази хвилi. Надалi такi пiдходи були узагальненi для процесiв другого по-

рядку за постiйною тонкої структури та випадку двох лазерних хвиль. Фiзичнi

процеси в iмпульсних лазерних полях вивчалися в роботах [14–17, 40–42, 139,

171,181,195–198,215,219–223,242–244,252,255,257,261,282,285–294]. Значний до-

робок в дослiдженнi фiзичних процесiв в iмпульсних лазерних полях за участi

автора був виконаний у вiддiлi квантової електродинамiки сильних полiв Iн-

ституту прикладної фiзики НАН України пiд керiвництвом Рощупкiна Сергiя

Павловича [14–17,89,215,282,285–290].

1.5.1. Розсiювання електрона на ядрi

Розсiювання електрона на сферично симетричному потенцiалi ядра чи ато-

ма в зовнiшньому лазерному полi є важливим елементарним процесом, що вхо-

дить до рiзноманiтних фiзичних явищ iндукованих лазерними полями. Цей

лазер-модифiкований процес можна розглядати як процес зiткнення трьох тiл,
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де при розсiюваннi взаємодiють не тiльки електрон та ядро, але i електрон та

лазерне поле. Завдяки накладенню цих взаємодiй енергетичнi та кутовi роз-

подiли розсiяних електронiв змiнюють свою структуру, що викликає науковий

iнтерес та має фундаментальне та прикладене значення. За рахунок вимуше-

ного гальмiвного випромiнювання та поглинання (ВГВП) електроном фотонiв

лазерного поля енергiя електрона змiнюється (𝐸𝑓 = 𝐸𝑖 + 𝑛 · ~𝜔 ) навiть при

пружному розсiюваннi на кулонiвському центрi.

У 1965 роцi Бункiн та Федоров [49] розглянули проблему випромiнювання

та поглинання фотонiв пiд час розсiювання електрона на кулонiвському центрi

у присутностi електромагнiтного поля. Пильна увага була придiлена багато-

фотонним iндукованим процесам. У дипольному наближеннi для монохромати-

чної плоскої лазерної хвилi вони розраховували ймовiрнiсть переходу та перерiз

розсiювання, що вiдповiдають процесам iз обмiном чiтко визначеної кiлькостi

фотонiв мiж електроном та зовнiшнiм полем. Початковi та кiнцевi стани еле-

ктрона були представленi функцiями Волкова – розв’язком рiвняння Дiрака

для електрона в плоскому електромагнiтному полi.

У роботi [106] Кролл та Уотсон вивчали лазер-модифiковане розсiюван-

ня нерелятивiстських електронiв для випромiнювання та поглинання декiлькох

фотонiв та розраховували багатоквантовий диференцiальний перерiз у випадку

слабких потенцiалiв розсiювання та великих довжин лазерної хвилi. Подальше

розвинення теорiї процесу розсiювання електрона на атомному потенцiалi на-

було в серiї робiт Мiттлемана та iнших [82, 110–114], а також в роботах iнших

авторiв [81, 115–117, 157]. Було показано, що процес розсiювання електронiв на

атомах в лазерному полi може бути використаний для вивчення атомної стру-

ктури мiшенi.

Ефекти багатофотонної iонiзацiї атомiв у лазерному полi були розгляну-

тi в роботах [96, 99, 116, 127], результати були узагальненi в монографiях [83].

Експериментальне дослiдження розсiювання нерелятивiстських електронiв на

атомах було розпочато групою Вайнгартсхофера [128–130] та розвинуто в на-

ступних роботах [131,143–146].
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У релятивiстському випадку квантовий процес лазер-модифiкованого роз-

сiювання Мотта вперше детально був розглянутий в роботi Денисова та Федо-

рова [104]. Для обчислення нелiнiйних перерiзiв процесу автори використали

релятивiстську форму функцiй Волкова i розглядали поле як класичну моно-

хроматичну плоску хвилю елiптичної поляризацiї. Подiбнi дослiдження були

продовженi в роботах [50–52, 84–86, 90, 96–100, 118–126, 132–142]. У роботi [125]

було розглянуто проблему розсiювання Мотта в дуже iнтенсивних лазерних по-

лях циркулярної поляризацiї. Автори порiвнювали результати релятивiстських

методiв обчислення, що базуються на рiвняннях Дiрака та Клейна-Гордона, та

нерелятивiстських методiв основаних на рiвняннi Шредiнгера.

Розвиток лазерних систем, що працюють в iмпульсному режимi, спонукав

розвинення нового теоретичного пiдґрунтя для врахування iмпульсного хара-

ктеру лазерного поля. Розсiювання електрона на ядрi в лазерному iмпульсi було

розглянуто автором та Рощупкiним в роботi [139]. Було визначено вплив трива-

лостi та форми лазерного iмпульсу на вид диференцiального поперечного пере-

рiзу процесу ВГВП. Подiбнi дослiдження також були проведенi Бока [140,141].

Вже на початку 1990-х Рощупкiн та iншi [50–52] опублiкували серiю праць

про розсiювання електрона на ядрi в полi двох монохроматичних хвиль, що

рухаються в одному напрямi. Для певної кiнематики процесу автори проана-

лiзували ефекти iнтерференцiї, що виникають внаслiдок вкладу двох полiв.

ВГВП при розсiюваннi електрона на ядрi в присутностi двох плоских електро-

магнiтних хвиль в нерелятивiстському наближеннi вивчалося Карапетяном i

Федоровим [115], при цьому аналiз проводився в дипольному наближеннi по

взаємодiї електронiв з електричними полями обох хвиль. Проблема була уза-

гальнена на випадок багаточастотного плоского поля Рощупкiним та Ворошило

в роботi [126]. Слiд також зазначити дослiдження вiдносно генерування вищих

гармонiк в процесi розсiювання повiльних електронiв на атомах пiд дiєю ком-

бiнацiї двох лазерних хвиль [149–151,283]. Явище пiдсилення електромагнiтної

хвилi в процесах ВГВП вперше було представлене Маркузом (ефект Марку-

за) [295] та бiльш детально було прораховано в серiї робiт [136,280,296].
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Навiть враховуючи значний науковий доробок в дослiдженнi лазер-

модифiкованого процесу розсiювання електрона на ядрi слiд зазначити, що на-

сьогоднi деякi актуальнi питання в цьому напрямi залишаються вiдкритими.

Зокрема, мало вивченими залишаються лазер-модифiкованi процеси розсiюва-

ння електрона на малi кути, в тому числi в iмпульсному полi; процес ВГВП

в полi двох iмпульсних лазерних хвиль та ефекти, що виникають в результатi

iнтерференцiї цих хвиль.

1.5.2. Гальмiвне випромiнювання електрона на ядрi

У процесi розсiювання електрона на ядрi чи атомi iснує певна ймовiрнiсть

квантового переходу електрона в стан з меншою енергiєю з випусканням одного

фотона. У такий спосiб електрон гальмується в речовинi i при цьому генеру-

ється випромiнювання зi суцiльним спектром та рiзкою межею, що вiдповiдає

початковiй енергiї електрона. Зазначимо, що ймовiрнiсть гальмування електро-

на iз випромiнювання великої кiлькостi фотонiв вкрай мала. Процес гальмiвного

випромiнювання є цiлком електромагнiтним процесом, i його найбiльш точний

опис дає квантова електродинамiка. Iнтенсивнiсть випромiнювання обернено

пропорцiйна квадрату маси зарядженої частинки та пропорцiйна квадрату за-

ряду ядра. Кутовий розподiл суттєво залежить вiд початкової енергiї електрона.

Процес гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi вперше в квантовому

пiдходi був вивчений Зоммерфельдом [71] в нерелятивiстському випадку i Бете

та Гайтлером [72] в загальному релятивiстському випадку.

У зв’язку з тим, що при розсiюваннi електрона на ядрi в лазерному полi

електрон вимушено випромiнює i поглинає фотони зовнiшнього поля, процес

випромiнювання фотона довiльної частоти в зовнiшньому полi часто назива-

ють спонтанним гальмiвним випромiнюванням (СГВ), видiляючи тим самим

рiзнi механiзми змiни енергiї електрона. У нерелятивiстському випадку ана-

лiтичнi вирази для спектрiв СГВ в полi плоскої монохроматичної хвилi було

отримано Карапетяном i Федоровим [155] для довiльного виду потенцiалу ядра

в борнiвському наближеннi, а Чжоу та Розенбергом [160] в низькочастотному
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наближеннi. Борисов та Жуковський [154] розглянули процес СГВ ультрареля-

тивiстських електронiв на ядрi в полi плоскої хвилi при розсiюваннi електрона

на малi кути поблизу напрямку iмпульсу спонтанного фотона та для довiльних

значень iнтенсивностi зовнiшнього поля. Робота Крайнова та Рощупкiна [157]

подає вивчення процесу СГВ, коли взаємодiя електрона з ядром може бути

розглянута в квазiкласичному наближеннi, а взаємодiя електрона з лазерним

полем враховується в першому порядку теорiї збурень.

Процес СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi в зовнiшньому полi є проце-

сом другого порядку по постiйнiй тонкої структури i описується двома дiагра-

мами Фейнмана. Характерною особливiстю даного процесу є можливiсть його

протiкання резонансним чином, коли електрон в промiжному станi виходить

на масову поверхню i його 4-iмпульс задовольняє основному релятивiстському

спiввiдношенню 𝑝𝜇𝑝
𝜇 = 𝑚2 . У резонансному випадку в областi помiрно-сильних

полiв СГВ нерелятiвiстского електрона на ядрi в полi монохроматичної плоскої

хвилi вивчалося Лебедєвим [152]. Борисовим та iн. [189] було розглянуто резо-

нансне СГВ при зiткненнi ультрарелятивiстських електронiв в областi помiрно-

сильних полiв для великих переданих iмпульсiв. У загальному випадку реля-

тивiстських енергiй електрона задача СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi

в полi монохроматичної хвилi було вивчено Рощупкiним в роботах [158,159].

У роботi [99] проведено огляд дослiджень процесу гальмiвного випромiню-

вання при розсiюваннi на ядрi в полi плоскої монохроматичної хвилi. У борнiв-

ському наближеннi по взаємодiї електрона з полем ядра в загальному реляти-

вiстському випадку отримана амплiтуда СГВ електрона на ядрi в полi елiптично

поляризованої хвилi довiльної iнтенсивностi. Детально вивчено полюса амплi-

туди СГВ, пов’язанi з виходом функцiї Грiна електрона в плоскохвильовому

полi на масову оболонку.

При дослiдженнi процесу другого порядку по постiйнiй тонкої структури

в поле плоскої монохроматичної хвилi в умовах резонансу амплiтуда процесу

звертається в нескiнченнiсть. Усунення резонансних розбiжностей здiйснюється

введенням радiацiйних поправок у функцiю Грiна електрона в промiжному ста-
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нi. Дану феноменологiчну схему називають процедурою Брейта-Вiгнера. Вона

здiйснюється шляхом включення уявної частини до маси промiжного електро-

на (𝑚 → 𝑚 − 𝑖Γ𝑅 ), яка визначається повною ймовiрнiстю (в одиницю часу)

комптонiвського розсiювання хвилi промiжним електроном. У результатi резо-

нансний пiк набуває кiнцеву ширину - радiацiйну ширину резонансу Γ𝑅 .

У роботах Рощупкiна та Лисенко розглядався iнтерференцiйний ефект

в процесi гальмiвного випромiнювання при розсiюваннi релятивiстського еле-

ктрона на ядрi в полi двох свiтлових хвиль [161,162].

Слiд зазначити, що СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi вивчався також

в роботах [166,172,173], якi розвивають теоретичнi уявлення про даний процес

i мiстять кориснi чисельнi розрахунки для перерiзу i спектру випромiнювання.

Незважаючи на величезну кiлькiсть робiт по СГВ електрона на ядрi в зов-

нiшньому свiтловому полi, даний процес в iмпульсному свiтловому полi ранiше

не був вивчений. Дослiдженню процесу СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi

в iмпульсному свiтловому полi присвяченi роботи [24,26,169–171].

1.5.3. Народження електрон-позитронних пар в лазерному полi

Народження електрон-позитронних пар в зовнiшнiх електромагнiтних по-

лях завжди викликало особливий науковий iнтерес, оскiльки є яскравим проя-

вом еквiвалентностi речовини й енергiї. Цiлком зрозумiло, що для таких про-

цесiв є енергетичний порiг, що має бути не меншим нiж мiнiмальна енергiя

народженої пари 2𝑚 . Народження пари лише одним фотоном за вiдсутностi

зовнiшнього поля заборонено законами збереження енергiї-iмпульсу. Наявнiсть

зовнiшнього електромагнiтного поля знiмає цi обмеження на однофотонне про-

дукування пар, оскiльки початковий iмпульс включає як iмпульс пробного фо-

тона, так й iмпульс фотонiв зовнiшнього поля. Лазер-iндукованi процеси наро-

дження електрон-позитронних пар одним фотоном вивчаються достатньо дав-

но [2–5, 61, 77, 249–257, 259–261, 297–299]. Зокрема в роботах [2, 249] розглянуто

процес в однофотонному та багатофотонному наближеннi. Показано, що процес

має суттєвий енергетичний порiг, що суттєво перевищує двi маси електрона та
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має мiнiмальне значення при зустрiчному руховi початкого фотона та фотонiв

лазерного поля. Лазер-модифiкований процес народження пари двома фото-

нами [79] є крос-каналом для розсiювання Комптона i детально розглянутий

в роботах [260, 281]. Процеси анiгiляцiї електрон-позитронної пари в один та

два фотони вивчалися, зокрема, в роботах [2, 249, 288, 300, 301]. Було показано,

що процес анiгiляцiї в один фотон має резонансний характер, тому енергiя i

напрямок кiнцевого фотона чiтко визначенi початковими умовами.

Iнша можливiсть, яка наразi обговорюється в лiтературi - це створення

пари лазером в полi ядра [180, 302–305]. На жаль, для наявних на сьогоднi

оптичних високоенергетичних лазерiв ймовiрнiсть народження пар на ядрi в

станi спокою дуже низька. Останнiм часом цей процес розглядається у випадку

рухомого ядра. При зiткненнi швидких ядер з лазерним променем в системi

спокою ядра частота лазерного променя значно збiльшується за рахунок реля-

тивiстського змiщення Лоренца. Таким чином, пiкове електричне поле в системi

спокою ядра наближається до критичного поля, i ймовiрнiстi досягають спосте-

режних значень. Iнший варiант лазер-модифiкованого процесу є народження

електрон-позитронної пари енергетичним фотоном в кулонiвському полi ядра,

що є крос-каналом гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi. Теорiя цьо-

го процесу за вiдсутностi поля була розвинена Бете та Гайтлером у своїй роботi

вiдомiй роботi [72]. У цьому випадку енергетичний порiг становить 2𝑚 , оскiль-

ки енергiя з кулонiвського поля не поглинається. Амплiтуда переходу для цього

процесу ФНП вперше була обчислена Рощупкiним [177, 279], процес також до-

слiджувася в роботах [175,178,179,181–185].

Як бачимо з огляду, теорiя процесу народження електрон-позитронних пар

в iмпульсних лазерних полях фактично вiдсутня.

1.5.4. Розсiювання електрона на електронi

Лише через кiлька рокiв пiсля того, як Дiрак опублiкував своє рiвняння,

датський фiзик Крiстiан Меллер успiшно прорахував розсiювання електронiв з

погляду квантової електродинамiки [73]. Результатом стала добре вiдома фор-



70

мула Меллера, яка визначає перерiз розсiювання для зiткнення двох релятивiст-

ських електронiв. У зовнiшньому електромагнiтному полi процес почав активно

вивчатися в другiй половинi ХХ-ого столiття. Уже в 1967 р. В.П. Олейнiк про-

аналiзував розсiювання Меллера в присутностi монохроматичної плоскої хвилi

циркулярної поляризацiї [186, 187]. Обчисливши ефективний поперечний пере-

рiз, автор продемонстрував, що для певних параметрiв iмпульсу електронiв та

електромагнiтного випромiнювання можуть виникати сильнi резонанси, якi по-

в’язанi з виходом частинки в промiжному станi на масову поверхню. Крiм того,

вiн показав, що електрон у лазерному полi поводиться аналогiчно “квазiчастин-

цi”, що характеризується невизначеним числом дискретних енергетичних ста-

нiв. Отже, для вiдповiдних параметрiв взаємодiї слiд спостерiгати резонанснi

ефекти. Зазначимо, що пiсля робiт Олейнiка почався новий етап в дослiдженнi

фiзичних процесiв у лазерному полi за умов резонансу. Бiльше десяти рокiв по-

тому Бос та iн. [188,204] реалiзував проблему резонансiв у розсiюваннi Меллера

в однотипних лазерних полях (а саме у циркулярно-поляризованих монохрома-

тичних плоских хвилях) та для нерелятивiстських електронiв iз протилежни-

ми початковими iмпульсами. Як вони показали, наявнiсть електромагнiтного

випромiнювання модифiкує процес без вiльного поля трьома основними спосо-

бами: а) обидва електрони можуть поглинати або випромiнювати цiле число

лазерних фотонiв; б) їх ефективнi маси змiненi; в) фактично можуть з’являти-

ся лазер-iндукованi резонанснi розсiювання. Як наслiдок а) та б) закони збе-

реження виявляються рiзними за вiдсутностi та наявностi свiтлового поля. Це

призводить до дискретних енергетичних спектрiв розсiяних електронiв.

У iншiй роботi Берго, Варо та Федоров [190] також проаналiзували розсi-

ювання Меллера в присутностi лазерного поля для випадку нерелятивiстських

енергiй електронiв. Було продемонстровано, що дипольне наближення дозволяє

роздiлити рiвняння Шредiнгера на два рiвняння, одне з яких враховує взаємо-

дiю з лазерним полем, а iнше описує кулонiвське вiдштовхування заряду. Про-

те, автори зробили висновок, що вплив лазерного поля на процес розсiювання

електронiв потрiбно вивчати поза рамками дипольного наближення. Автори
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також проаналiзували залежнiсть законiв збереження вiд iнтенсивностi поля у

нерелятивiстському випадку та резонанснi явища для екранованого потенцiалу

Кулона. Через кiлька рокiв Казанцев i Соколов [191,192] вивчали динамiку двох

електронiв у лазерних полях в класичному пiдходi. Було показано, що для дуже

iнтенсивного випромiнювання ефективний потенцiал взаємодiї може змiнювати

знак i приводити до зв’язаних станiв. У рамках класичного пiдходу взаємодiя

однаково заряджених частинок в iмпульсному лазерному полi була розгляну-

та в роботах Стародуба та Рощупкiна [194–198]. Обчислення ґрунтувалися на

розв’язаннi класичних рiвнянь руху, що визначають динамiку заряджених ча-

стинок у полi. Автори визначили параметри лазерного iмпульсу, для яких ефе-

ктивнi сили взаємодiї електронiв можуть ставати силами притягання або для

яких може мати мiсце аномальне вiдштовхування частинок [198].

У роботах [199,200] Федоров i Рощупкiн вивчали вплив лазерного поля на

iнтерференцiю прямої та обмiнної амплiтуд розсiювання електрона на електро-

нi за нерезонансних умов. Були знайденi умови, коли внесок iнтерференцiйного

доданку малий. У роботi [203] Рощупкiн розглянув резонансний процес роз-

сiювання для довiльних енергiй електронiв. Вже у 90-х роках Денисенко та

Рощупкiн [86, 98, 205] дослiджували нерезонансне розсiювання Меллера в полi

двох лазерних хвиль циркулярної поляризацiї.

У 2004 роцi Панек та iн. [206] вивчали розсiювання Меллера в лiнiйно по-

ляризованих лазерних полях релятивiстських iнтенсивностей (пондеромоторна

енергiя електрона в плоскiй хвилi одного порядку або бiльша, нiж енергiя спо-

кою). Вони визначили умови, за яких може мати мiсце резонанс. Автори пока-

зали, що за нерезонансних умов та певної кiнематики отриманi перерiзи розсiю-

вання мiнiмальнi. Для випадку iмпульсного лазерного поля в рамках квантової

електродинамiки перерiз розсiювання Меллера був обчислений в роботi Паду-

сенко та Рощупкiна [289] i узагальнений для випадку розсiювання двох лептонiв

в електромагнiтнiй хвилi. Розсiювання Меллера в iнтенсивному лазерному полi

було також представлено в оглядовiй статтi [103] разом з iншими фундамен-

тальними явищами квантової електродинамiки сильних полiв.
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1.6. Експериментальна перевiрка ефектiв квантової

електродинамiки в сильних лазерних полях

У сильному полi випромiнювання iстотну роль грають нелiнiйнi ефекти,

пов’язанi з поглинанням з хвилi або випусканням в хвилю вiдразу декiлькох

квантiв. Це призводить до того, що поперечнi перерiзи фiзичних процесiв почи-

нають нелiнiйним чином залежати вiд iнтенсивностi падаючої хвилi. Мiняються

також кутовi i спектральнi розподiли в рiзних фiзичних процесах. Експеримен-

тальна перевiрка формул нелiнiйної квантової електродинамiки сильного поля

стала можливою нещодавно, у зв’язку iз створенням компактних лазерiв опти-

чних частот високої потужностi, досягнення яких стало можливим за рахунок

використання коротких i жорстко сфокусованих iмпульсiв.

Серiя експериментiв з перевiрки квантової електродинамiки, зокрема про-

цес випромiнювання спонтанного фотона при багатофотонному розсiяннi Ком-

птона лазерного пучка на електронi i подальшого процесу утворення електрон-

позитронних пар, проводилася групою МакДональда на Стендфорському лiнiй-

ному прискорювачi (Collaboration Princeton - Rochester-SLAC-Tennessee) [3–5].

В експериментi використовувалася лазерна установка, що могла працювати на

двох довжинах хвиль – 1053 нм (iнфрачервоне випромiнювання) або 527 нм

(зелене свiтло). Типове значення енергiї одного iмпульсу складало 0,8 Дж

(1053 нм) i 0,5 Дж (527 нм), мiнiмальна тривалiсть iмпульсу лазерного ви-

промiнювання 1,5 пс. Iнтенсивнiсть лазерного випромiнювання у фокусi пе-

ревищувала 10 18 Вт/см 2 , що вiдповiдає значенню iнварiантного параметра

𝜂0 = 0, 3 (1.13), що вказує на можливiсть дослiдження нелiнiйних ефектiв.

Енергiя електронiв в пучку складала 46,5 ГэВ ( 𝜀/𝑚𝑐2 = 105 ). Кут мiж лазерним

i електронним пучками дорiвнював 17 ∘ . Проведенi експерименти з урахуванням

похибок показали добре узгодження з результатами теоретичних передбачень.

Серiя експериментiв з перевiрки нелiнiйних ефектiв в процесi розсiювання

лазерного випромiнювання на електронному пучку була проведена в Брукхей-

венiвськiй лабораторiї за участi японських вчених [233,234]. У спектрi випромi-

нювання вони спостерiгали та дослiдили другу гармонiку випромiнювання, що
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пов’язана з процесом за участi вимушеного поглинання двох фотонiв лазерного

поля, а також спостерiгали збiльшення ефективної маси електрона за рахунок

пондеромоторних поправок в потенцiалi взаємодiї.

Вiдзначимо, також серiю експериментальних робiт по дослiдженню взаємо-

дiї кластерiв та атомiв рiзних елементiв з потужним iмпульсним полем лазера

та аналiзу спектру випромiнювання таких систем [306–308]. Так, в роботi [307]

в спектрi гальмiвного випромiнювання автори спостерiгали еквiдистантнi пiки,

якi були iнтерпретованi як резонанснi пiки в процесi лазер-модифiкованого про-

цесу спонтанного гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi. Для теорети-

чного пiдґрунтя опису отриманих даних автори використали нашу роботу [171],

що дослiджує резонансне гальмiвне випромiнювання електрона на ядрi в полi

iмпульсного лазера.

Експериментальне дослiдження КЕД в iмпульсних лазерних полях також

планується у рамках широкомасштабного наукового проекту по вивченню вла-

стивостей високоенергетичних часток FAIR (Дармштадт, Нiмеччина). У рам-

ках цього проекту була розроблена i побудована лазерна установка PHELIX,

яка дозволяє отримувати лазернi iмпульси з потужнiстю аж до петаваттного

дiапазону. Проведенi першi експерименти на цiй лазернiй установцi [6]. Особли-

вiстю цього масштабного проєкту є наявнiсть високоенергетичних пучкiв силь-

нозаряджених iонiв в широкому дiапазонi мас, що дозволить дослiджувати в

присутностi лазерного поля процеси iонiзацiї та народження пар в недоступних

ранiше умовах.

Багато очiкувань вiд широкомасштабного експерименту LUXE (Laser Und

XFEL Experiment) [309–311], метою якого є використання високоякiсного та

високоенергетичного електронного пучка європейського лазера на вiльних еле-

ктронах XFEL (DESY, Гамбург, Нiмеччина) та потужного лазера. Науковою

метою експерименту є вивчення процесiв квантової електродинамiки в режи-

мi сильних полiв. Електрони високої енергiї, що проходять через прискорюючу

систему лазера на вiльних електронах XFEL, та фотони високої енергiї, що

утворюються при гальмiвному випромiнюванню цих пучкiв електронiв, взаємо-
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дiють з потужним лазерним iмпульсом. При цьому, в системi спокою електронiв

електричне поле має досягати значення, яке в три рази бiльше критичного по-

ля Швiнгера (поле, при якому очiкується, що сам вакуум стане нестабiльним i

стане спонтанно народжувати електрон-позитроннi пари). Будуть дослiджува-

тися процеси розсiювання Комптона та народження пар Брейта-Вiлера за умов,

коли нелiнiйнi ефекти суттєвi.

Експериментальна перевiрка КЕД в сильних полях передбачена в рам-

ках мега-проєкту ELI (Extreme Light Infrastructure), що передбачає створен-

ня чотирьох новiтнiх лазерних установок з потужнiстю випромiнювання до

1024 Вт/см 2 [312–314]. Так, на установцi ELI-NP (nuclear physics) в експеримен-

тальнiй камерi E6 планується використовувати два потужних лазерних про-

менi, один з яких (промiнь накачки) прискорює електрони до ультрареляти-

вiстських енергiй, а другий (дослiдний промiнь) виступатиме в ролi фонового

поля для процесiв розсiювання електронiв, випромiнювання жорстких фотонiв

та народження пар. Метою експерименту в ELI-NP є дослiдження нових фiзи-

чних явищ на межi роздiлу фiзики плазми, ядра та частинок. Пропонуються

експерименти з газовими та твердотiльними мiшенями.

Експериментальне дослiдження лазер-модифiкованих процесiв розсiюван-

ня має додатковi технiчнi складнощi, що пов’язанi з необхiднiстю одночасної

локалiзацiї трьох частинок та фiльтрацiї сигналу вiд фону процесу за вiдсутно-

стi поля. Цi проблеми були вирiшенi для процесу лазер-модифiкованого розсi-

ювання електрона на ядрi в рядi робiт [143–146] за рахунок чiткої синхронiзацiї

лазерного iмпульсу та електронного пучка. Газова мiшень була нерухомою, а ла-

зерний iмпульс дiлився на два променi. Бiльш потужний iз них використовував-

ся безпосередньо як зовнiшнє поле для процесу розсiювання, а iнший виступав

тригером для генерування електронного пучка. Таким чином, регулюючи ча-

сову затримку мiж променями вдалося локалiзувати електронний та лазерний

пучок одночасно на мiшенi. Фiльтрацiя сигналу лазер-модифiкованого процесу

вiд фону процесу звичайного розсiювання Мотта була здiйснена за допомогою

використання детекторної системи особливої тороїдальної форми та ефектив-
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них алгоритмiв обробки даних. У роботi [143] вдалося спостерiгати спектр еле-

ктронiв, що вiдповiдає парцiальним процесам з вимушеним випромiнюванням

та поглинанням одного фотона лазерного поля. Подальший розвиток даної екс-

периментальної установки дозволив вивчати парцiальнi процеси вже за участi

п’яти фотонiв [145,146].

Зазначимо, що дослiдження лазер-модифiкованого розсiювання електрона

на ядрi в роботах [143–146] проводилося на базi лазерної системи з iнтенсив-

нiстю, що вiдповiдає дiапазону помiрно сильних полiв (1.15). При цьому був

показаний багатофотонний характер протiкання процесу. Таким чином, вивчен-

ня лазер-модифiкованих процесiв в цьому дiапазонi iнтенсивностей представляє

науковий iнтерес для експериментального дослiдження.

Висновки до роздiлу 1

Огляд лiтератури та методiв дослiдження вiдносно фiзичних процесiв пiд

впливом зовнiшнього лазерного поля вказує на наступне:

1. Постiйний розвиток лазерних систем стимулює вивчення процесiв кван-

тової електродинамiки в iмпульсних лазерних полях рiзних конфiгурацiй. Новi

експериментальнi умови ставлять все новi задачi для теоретичної фiзики вiдно-

сно вивчення процесiв у потужних iмпульсних полях та розвитку моделi опи-

сання лазерного випромiнювання.

2. Теорiя фiзичних процесiв у лазерному полi досить добре розвинена для

моделi плоскої монохроматичної хвилi. У той же час, сучаснi теоретичнi дослi-

дження фiзичних процесiв в iмпульсних лазерних полях базуються в основному

на об’ємних чисельних розрахунках. Досить часто результати таких дослiджень

важко безпосередньо порiвняти з теоретичними результатами для випадку пло-

скої монохроматичної хвилi. Таким чином, застосування та розвинення нових

пiдходiв при вивченнi процесiв в iмпульсних полях викликає науковий iнтерес,

оскiльки аналiтичнi результати бiльш наглядно демонструють фiзичнi власти-

востi процесiв пiд впливом лазерного поля, що дозволяє дослiджувати новi яви-

ща, закономiрностi та властивостi процесiв.
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3. Навiть враховуючи значний науковий доробок у теоретичному дослi-

дженнi фiзичних процесiв у лазерному полi слiд зазначити, що низка цiкавих

питань у цьому напрямi на сьогоднi залишається вiдкритою. Мало дослiджени-

ми залишаються процеси саме в iмпульсному лазерному полi, потреба у вивчен-

нi яких виникає для сучасних експериментальних умов. Зокрема, системний

аналiз фiзичних процесiв в iмпульсному полi: за резонансних умов; у випадку

двох хвиль при кореляцiї випромiнювання та поглинання фотонiв лазерного по-

ля; при розсiювання швидких частинок на малi кути за малих переданих мiж

частинками iмпульсiв; коли енергiя поля, що поглинається чи випромiнюється

частинкою, одного порядку за величиною з початковою кiнетичною енергiєю

частинок.
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РОЗДIЛ 2

РОЗСIЮВАННЯ ЕЛЕКТРОНА НА ЯДРI В IМПУЛЬСНОМУ

ЛАЗЕРНОМУ ПОЛI

В цьому роздiлi вивчається лазер-модифiковане розсiювання електрона в

полi ядра. Взаємодiя електрона з полем ядра розглядається в першому борнiв-

ському наближеннi, тобто електрон та ядро обмiнюються одним фотоном. Зов-

нiшнє поле iмпульсного лазера описується як плоска немонохроматична хвиля

та як суперпозицiя двох спiвнапрямлених хвиль. Присутнiсть зовнiшнього си-

лового поля призводить до того, що в процесi розсiювання на ядрi електрон

вимушено випромiнює i поглинає фотони зовнiшнього поля. Теорiя вимушено-

го гальмiвного випромiнювання i поглинання (ВГВП) в процесах розсiювання

електрона в полi ядра i електромагнiтному полi представляє науковий iнтерес

та вивчається досить давно [49–52,81–86,96–151]. Завдяки накладенню взаємо-

дiй електрон-ядро та електрон-лазерне поле, енергетичнi та кутовi розподiли

розсiяних електронiв мають бiльш складнi та цiкавi структури в порiвняннi зi

звичайним процесом пружного розсiювання електрона на ядрi. Взаємодiю ядра

з лазерним полем можна вважати незначною через велику рiзницю в масах еле-

ктрона та ядра. Процес лазер-модифiкованого розсiювання електрона на ядрi

є важливим елементарним процесом, що входить до рiзноманiтних фiзичних

явищ iндукованих лазерними полями: нагрiвання електронiв у лазернiй плазмi,

повторне розсiювання фотоелектронiв в iнтенсивних лазерних полях, випромi-

нювання високоенергетичних фотоелектронiв iз щiльних газових середовищ в

iнтенсивних лазерних полях та iншi.

Пружне розсiювання електрона на кулонiвському полi ядра являє собою

процес, що iснує вже в першому наближеннi теорiї збурень. Поперечний перерiз

цього процесу розсiювання в борнiвському наближеннi було отримано Моттом

в 1929 роцi [70]:

𝑑𝜎Mott

𝑑Ω𝑓
=

4
(︀
𝑍𝑒2
)︀2
𝐸2

𝑞4

(︂
1 − 𝑞2

4𝐸2

)︂
. (2.1)
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Тут 𝐸 – енергiя електрона; 𝑍 – номер заряду ядра; 𝑑Ω𝑓 – елемент тiлесного

кута електрона, 𝑞 - переданий ядру iмпульс. Вираз перед дужкою за своєю

залежнiстю вiд кутiв спiвпадає з перерiзом Резерфорда ∼ sin−4 𝜃/2 [315].

Розсiювання електронiв на кулонiвському потенцiалi ядра в полi iмпуль-

сного лазера ранiше вивчалося в роботах [139–141].

Результати, що представленi в цьому роздiлi, були опублiкованi в робо-

тах [19–21,23] та апробованi [28,30,32]. Отримано аналiтичнi вирази для амплi-

туди переходу та перерiзу процесу розсiювання електрона на ядрi в зовнiшньому

iмпульсному лазерному полi. Визначено кiнематичну область розсiювання, ко-

ли значення переданого вiд електрона до ядра iмпульсу мiнiмальнi i перерiз

розсiювання мiстить пiк поблизу визначеного напрямку вильоту електрона. У

випадку двох iмпульсних лазерних хвиль процес детально дослiджено в особли-

вiй кiнематичної областi, де вимушене випромiнювання i поглинання фотонiв

першої та другої хвилi вiдбувається корельованим чином.

2.1. Розсiювання електрона на ядрi на малi кути в iмпульсному

лазерному полi

Незважаючи на тривалий перiод дослiджень i велику кiлькiсть робiт, роз-

сiювання електрона на ядрi в полi лазерної хвилi у випадку малих кутiв роз-

сiювання залишається недостатньо вивченим. Перерiз розсiювання як в полi

лазера, так i за його вiдсутностi обернено пропорцiйний до четвертого степеня

переданого iмпульсу (2.1). Розсiюванню електрона на малi кути вiдповiдають

малi переданi iмпульси, коли перерiз може значно зростати. Слiд також пiдкре-

слити, що у випадку ультрарелятивiстських енергiй частинок (𝐸 ≫ 𝑚 ) розсi-

ювання в областi малих кутiв дає основний внесок у перерiзи процесiв КЕД як

у присутностi зовнiшнього лазерного поля, так i за його вiдсутностi. У зв’язку

з цим, особливостi процесiв розсiювання на малi кути є суттєвими в рядi фiзи-

чних систем i застосувань. Пiдкреслимо також, що при розсiюваннi електрона

на кулонiвському потенцiалi на нульовий кут виникає нефiзична розбiжнiсть

перерiзу, яка пов’язана з дiєю кулонiвського потенцiалу на великих вiдстанях.
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У представленому дослiдженнi вивчається розсiювання електрона на ядрi

в полi iмпульсної лазерної хвилi при малих кутах розсiювання в екранованому

потенцiалi ядра (потенцiал Юкави). Дослiджуються особливостi парцiальних

процесiв при малих переданих iмпульсах, якi по модулю одного порядку за

величиною з iмпульсом фотонiв зовнiшнього лазерного поля. Використовується

релятивiстська система одиниць (~ = 𝑐 = 1 ) та стандартна метрика (𝑎𝑏) =

𝑎0𝑏
0 − ab для 4-простору.

2.1.1. Постановка задачi та амплiтуда процесу.

Амплiтуда поля потужного короткого лазерного iмпульсу швидко змiню-

ється в просторi та часi, тому використання моделi плоскої монохроматичної

хвилi для опису такого поля є досить проблематичним. Потужне iмпульсне по-

ле опишемо як плоску немонохроматичну хвилю, яка поширюється вздовж вiсi

z з площиною поляризацiї (xy) з 4-потенцiалом в виглядi:

𝐴𝜇 (𝜙) =
𝐹0

𝜔
· 𝑔
(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
·
(︀
𝑒𝜇𝑥 cos𝜙+ 𝛿𝑒𝜇𝑦 sin𝜙

)︀
, (2.2)

𝜙 = (𝑘𝜈𝑥𝜈) = 𝜔 (𝑡− 𝑧) .

Тут, 𝜙 – фаза хвилi (змiнна плоскої хвилi); 𝜏 – характерна тривалiсть лазер-

ного iмпульсу; 𝐹0 – напруженiсть електричного поля iмпульсу; 𝜔 – характерна

частота лазерної хвилi; 𝛿 – параметр елiптичностi поляризацiї хвилi, ( 𝛿 = 0 –

вiдповiдає лiнiйнiй поляризацiї, 𝛿 = ±1 – циркулярнiй поляризацiї); 𝑘 = (𝜔,k)

– 4-хвильовий вектор; 𝑒𝜇𝑥 = (0, e𝑥) . За рахунок вибору калiбрування Лоренца

для 4-потенцiалу можна прийняти 𝑒𝑥0 = 𝑒𝑦0 = 0 [9], тодi 4-вектори поляризацiї

хвилi 𝑒𝜇𝑦 = (0, e𝑦) задовольняють умови:

𝑒2𝑥,𝑦 = −1,
(︀
𝑒𝜇𝑥,𝑦𝑘𝜇

)︀
= 0. (2.3)

У виразi (2.2) функцiя 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏) – огинаюча функцiя потенцiалу зовнiшньої

хвилi, яка дозволяє врахувати iмпульсний характер лазерного поля. Зручно
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вибрати її рiвною одиницi в центрi iмпульсу: 𝑔 (0) = 1 , та затухаючою по екс-

поненцiальному закону за умови: |𝜙| ≫ 𝜔𝜏 . У такому випадку величину 𝜏

можна розглядати як характерну тривалiсть лазерного iмпульсу. Процес роз-

глянуто для iмпульсного лазерного поля, коли за час iмпульсу хвиля здiйснює

велику кiлькiсть осциляцiй амплiтуди, тобто

𝜔𝜏

2𝜋
≫ 1. (2.4)

Умову (2.4) називають умовою квазiмонохроматичностi лазерної хвилi [40].

Процес розсiювання електрона на ядрi в полi лазерної хвилi вiдноситься до

типу лазер-модифiкованих процесiв, оскiльки може протiкати i за вiдсутностi

зовнiшнього поля. Взаємодiя електрона з полем ядра розглядається в першому

борнiвському наближеннi:

𝑣𝑖,𝑓 ≫ 𝑍𝛼0, (2.5)

де 𝑣𝑖 та 𝑣𝑓 – швидкостi електрона до та пiсля розсiювання, вiдповiдно; 𝛼0 –

постiйна тонкої структури (константа електромагнiтної взаємодiї).

Електромагнiтне сферично симетричне поле ядра опишемо екранованим

кулонiвським потенцiалом у наступному виглядi:

𝐴𝐶 (|x|) =
𝑍𝑒

|x|
exp

(︂
−|x|
𝑑

)︂
, (2.6)

де 𝑑 – довжина екранування.

Пружне розсiювання електрона в постiйному кулонiвському полi ядра є

процес, що iснує вже в першому наближеннi теорiї збурень. Йому вiдповiдає

дiаграма з однiєю вершиною (див. рисунок 2.1). Оскiльки без урахування ви-

мушеного випромiнювання та поглинання енергiя електрона при розсiюваннi

в постiйному полi зберiгається, то енергетична компонента 4-iмпульсу фотона

вiддачi дорiвнює нулю, а квадрат 4-iмпульсу не повинен бути рiвний нулю, на

вiдмiну вiд квадрата 4-iмпульсу реального фотона. У такому випадку закон збе-
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Рис. 2.1. Дiаграма Фейнмана розсiювання електрона на ядрi в полi двох
iмпульсних хвиль. Подвiйнi вхiднi та вихiднi лiнiї вiдповiдають хвильовим

функцiям електрона (функцiям Волкова) в початковому й кiнцевому станах,
хвиляста лiнiя фотону вiддачi ядра.

реження iмпульсу не виконується i для опису процесу може бути використана

дiаграма з однiєю вершиною.

Амплiтуда розсiювання електрона на кулонiвському потенцiалi ядра в по-

лi iмпульсного лазера для довiльних кутiв розсiювання була отримана в ро-

ботi [139]. В поданiй роботi метод розрахунку амплiтуди був узагальнений на

випадок екранованого кулонiвського потенцiалу (2.6).

Амплiтуда процесу розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi

в першому борнiвському наближеннi має загальний вигляд:

𝑆 = −𝑖𝑒
∫︁
𝑑4𝑥 · 𝜓𝑓 (𝑥,𝐴) ·

[︀
𝛾0𝐴𝐶 (|x|)

]︀
· 𝜓𝑖 (𝑥,𝐴) , (2.7)

де 𝜓𝑖 (𝑥,𝐴) та 𝜓𝑓 (𝑥,𝐴) - функцiї Волкова електрона в початковому та кiн-

цевому станi, тобто вiдповiднi розв’язки рiвняння Дiрака нормованi на одну

частинку в одиницi об’єму [8], [9]:

𝜓𝑖 (𝑥,𝐴) =

[︂
1 +

𝑒

2 (𝑘𝑝𝑖)
𝑘𝐴

]︂
· 𝑢𝑖√

2𝐸𝑖

exp (𝑖𝑆𝑖) , (2.8)

𝑆𝑖 = −
∫︁
𝑝𝜇𝑖 𝑑𝑥𝜇 −

𝜂 (𝜙)𝑚

(𝑘𝑝𝑖)
[(𝑝𝑖𝑒𝑥) cos𝜙−𝛿 (𝑝𝑖𝑒𝑦) sin𝜙]−

−
(︀
1−𝛿2

)︀ 𝜂2 (𝜙)𝑚2

4 (𝑘𝑝𝑖)
sin 2𝜙, (2.9)

𝑝𝜇𝑖 = 𝑝𝜇𝑖 +
(︀
1 + 𝛿2

)︀
𝜂2 (𝜙′)

𝑚2

4 (𝑘𝑝𝑖)
𝑘𝜇. (2.10)
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𝜂 (𝜙′) = 𝜂0 · 𝑔
(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂
, 𝜂0 =

𝑒𝐹0

𝑚𝜔
. (2.11)

Величина 𝜂0 є класичний релятивiстськи-iнварiантний параметр (1.13), який

чисельно дорiвнює вiдношенню роботи поля на довжинi хвилi над електроном

до енергiї спокою електрона i визначає iнтенсивнiсть поля в пiцi iмпульсу; 𝑝𝑖 =

(𝐸𝑖,p𝑖) та 𝑝𝑓 = (𝐸𝑓 ,p𝑓) – 4-iмпульси електрона в початковому i кiнцевому ста-

нах, вiдповiдно; 𝑢𝑖 , �̄�𝑓 – бiспiнори Дiрака вiльного електронного поля. Вирази

виду �̂� означають скалярний добуток вiдповiдного 4-вектора та гамма-матриць

Дiрака 𝛾𝜇 = (𝛾0, �⃗�) , (𝜇 = 0, 1, 2, 3 ), так наприклад, 𝑘 = 𝑘𝜇𝛾
𝜇 = 𝑘0𝛾

0 − k�⃗� .

Вираз (2.9) представляє класичну дiю для електрона в полi iмпульсної ла-

зерної хвилi, що розрахована з точнiстю до нульового порядку по малiй вели-

чинi (𝜔𝜏)−1 . Така структура класичної дiї вiдповiдає подiлу руху класично-

го електрона на систематичне перемiщення вздовж деякої плавної траєкторiї i

швидкi осциляцiї поблизу неї. Залежнiсть 𝑝𝜇𝑖 вiд змiнної 𝜙 є ефект “пондеро-

моторного” розсiювання [40, 42]. Через цю залежнiсть 4-вектор 𝑝𝜇𝑖 , на вiдмiну

вiд випадку монохроматичної хвилi, вже не можна розглядати як квазiiмпульс

частинки в зовнiшньому полi.

Пiдставляючи вирази для екранованого потенцiалу ядра (2.6), хвильових

функцiй (2.8) та класичної дiї (2.9) в загальний вираз (2.7), амплiтуда процесу

розсiювання електрона на ядрi в iмпульсному лазерному полi набуде вигляду

𝑆 = −𝑖 𝑍𝑒2

2
√︀
𝐸𝑖𝐸𝑓

(�̄�𝑓𝐵𝑢𝑖) , (2.12)

𝐵 =

∫︁
𝑑4𝑥

exp (−|x|/𝑑)

|x|
𝐺
[︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁
. (2.13)

У виразi (2.13) у функцiї пiд iнтегралом залежнiсть вiд фази зручно роздiлити

на гармонiчну та слабку через огинаючу функцiю:

𝐺
[︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁
= 𝐷

[︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁
· exp

{︁
𝑖𝑅
[︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁}︁
, (2.14)



83

𝐷 = 𝛾0 +
𝑒𝜔

(𝑘𝑝𝑖)
𝐴− 𝑒2𝐴2𝜔

2 (𝑘𝑝𝑖) (𝑘𝑝𝑓)
𝑘 +

𝑒

2

[︂
1

(𝑘𝑝𝑓)
− 1

(𝑘𝑝𝑖)

]︂
𝐴𝑘𝛾0, (2.15)

𝑅
(︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁)︁
=

∫︁ (︁
𝑝𝜇𝑓 − 𝑝𝜇𝑖

)︁
𝑑𝑥𝜇 + 𝛾 (𝜙) sin (𝜙− 𝜒) + 𝛽 (𝜙) sin 2𝜙. (2.16)

Величини 𝛾 (𝜙) , 𝛽 (𝜙) , 𝜒 визначаються наступним чином:

𝛾 (𝜙) = 𝜂 (𝜙)𝑚

√︁
(𝑒𝑥𝑞𝑖𝑓)2 + 𝛿2 (𝑒𝑦𝑞𝑖𝑓)2, (2.17)

𝛽 (𝜙) =
(︀
1 − 𝛿2

)︀
𝜂2 (𝜙)𝑚2 ·

(︂
1

(𝑘𝑝𝑓)
− 1

(𝑘𝑝𝑖)

)︂
, (2.18)

tan𝜒 = 𝛿
(𝑒𝑦𝑞𝑖𝑓)

(𝑒𝑥𝑞𝑖𝑓)
, 𝑞𝑖𝑓 =

𝑝𝑓
(𝑘𝑝𝑓)

− 𝑝𝑖
(𝑘𝑝𝑖)

. (2.19)

Функцiя 𝐺 [𝜙, 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏)] у виразi (2.14) не являється строго перiодичною фун-

кцiєю по змiннiй плоскої хвилi 𝜙 i, на вiдмiну вiд випадку монохроматичної

хвилi, не може бути розвинена в ряд Фур’є по всiй областi визначення. Проте

будь-яка функцiя, що неперервно диференцiюється, може бути розвинена в ряд

Фур’є на вiдрiзку [𝜙, 𝜙+ 2𝜋] :

𝐺
[︁
𝜙, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁
=

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐻𝑙 (𝜙) exp (𝑖𝑙𝜙), (2.20)

𝐻𝑙 (𝜙) =
1

2𝜋

𝜙+2𝜋∫︁
𝜙

𝐺

[︂
𝜙′, 𝑔

(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂]︂
· exp (−𝑖𝑙𝜙′) · 𝑑𝜙′. (2.21)

На наступному кроцi використаємо вiдносно слабку залежнiсть огинаючої по-

тенцiалу вiд фази. Розвинемо частину функцiї 𝐺 , що залежить вiд огинаючої

функцiї 𝑔 (𝜙′/𝜔𝜏) , у ряд Тейлора поблизу точки 𝜙′ = 𝜙 ,

𝐺

[︂
𝜙′, 𝑔

(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂]︂
= 𝐺

[︁
𝜙′, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁
+
𝜙′ − 𝜙

𝜔𝜏
· 𝜕𝐺
𝜕𝑔

· 𝑔′
(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
+ · · · . (2.22)
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Звiдси видно, що з точнiстю до нульового порядку по малiй величинi (𝜔𝜏)−1 ,

коефiцiєнти Фур’є залежать вiд початкової точки вiдрiзка [𝜙, 𝜙+ 2𝜋] тiльки

через повiльно змiнну функцiю 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏) . У силу цього вираз для коефiцiєнтiв

Фур’є (2.21) набуде виду:

𝐻𝑙 (𝜙) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝐺
[︁
𝜙′, 𝑔

(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁]︁
· exp (−𝑖𝑙𝜙′) · 𝑑𝜙′. (2.23)

Проводячи подальшi перетворення виразу (2.23) отримаємо вираз для амплiту-

ди розсiювання електрона на ядрi в полi лазерної хвилi в нульовому наближеннi

за малим параметром (𝜔𝜏)−1 у виглядi суми по парцiальних компонентах:

𝑆 =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑆𝑙. (2.24)

Парцiальна компонента 𝑆𝑙 визначає амплiтуду розсiювання електрона на ядрi

з вимушеним випромiнюванням ( 𝑙 > 0 ) або поглинанням ( 𝑙 < 0 ) |𝑙| фотонiв

зовнiшнього поля

𝑆𝑙 = −𝑖 𝑍𝑒2

2
√︀
𝐸𝑖𝐸𝑓

(�̄�𝑓𝐵𝑙𝑢𝑖) , (2.25)

𝐵𝑙 =

∫︁
𝑑4𝑥

exp (−|x|/𝑑)

|x|
·𝐻𝑙 (𝜙) · exp

[︂
𝑖𝑙𝜙+ 𝑖

∫︁ (︁
𝑝𝜇𝑓 − 𝑝𝜇𝑖

)︁
𝑑𝑥′𝜇

]︂
, (2.26)

𝐻𝑙 (𝜙) = 𝛾0𝐿𝑙 (𝜙) + 𝜂 (𝜙)
𝑚

4𝜔𝜅𝑖
�̂� (𝜙) 𝑘𝛾0 + 𝜂 (𝜙)

𝑚

4𝜔𝜅𝑓
𝛾0𝑘�̂� (𝜙)

+
(︀
1 + 𝛿2

)︀ 𝜂2 (𝜙)𝑚2

4𝜔𝜅𝑖𝜅𝑓
𝑘𝐿𝑙 (𝜙) +

(︀
1 − 𝛿2

)︀ 𝜂2 (𝜙)𝑚2

8𝜔𝜅𝑓𝜅𝑖
𝑘 [𝐿𝑙−2 (𝜙) + 𝐿𝑙+2 (𝜙)] ,

(2.27)

𝐷 (𝜙) = 𝜀*𝐿𝑙−1 (𝜙) + 𝜀𝐿𝑙+1 (𝜙) , 𝜀 = 𝑒𝑥 + 𝑖𝛿𝑒𝑦. (2.28)

𝜅𝑖,𝑓 ≡ (𝑘𝑝𝑖,𝑓) = 𝐸𝑖,𝑓 − |p𝑖,𝑓 | cos 𝜃𝑖,𝑓 , 𝜃𝑖,𝑓 = ∠ (k,p𝑖,𝑓) , (2.29)
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тут величини 𝜃𝑖,𝑓 – полярнi кути вльоту-вильоту електрона; параметри 𝜅𝑖,𝑓 –

згортки одиничного 4-вектора вздовж напряму поширення хвилi та 4-iмпульсiв

електронiв у початковому i кiнцевому станах. У виразах (2.27), (2.28) введено

спецiальнi функцiї 𝐿𝑙 , якi визначаються так:

𝐿𝑙 (𝜙) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙′ exp {𝑖 [𝛾 (𝜙) sin (𝜙′ − 𝜒) + 𝛽 (𝜙) sin 2𝜙′ − 𝑙𝜙′]}, (2.30)

де параметри 𝛾 , 𝛽 , 𝜒 визначаються виразами (2.17), (2.18), (2.19).

Проведемо iнтегрування парцiальної амплiтуди переходу процесу розсiю-

вання електрона на ядрi в iмпульсному лазерному полi. Для цього детальнiше

розглянемо функцiю (2.26):

𝐵𝑙 =

∫︁
𝑑4𝑥

exp (−|x|/𝑑)

|x|
·𝐻𝑙 (𝜙) · exp [𝑖 (𝑞𝑥) + 𝑖𝜔𝜏𝜆 (𝜙/𝜔𝜏)] , (2.31)

𝜆
(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
=
(︀
1 + 𝛿2

)︀𝑚2

4𝜔

(︂
1

𝜅𝑓
− 1

𝜅𝑖

)︂∫︁ 𝜙/𝜔𝜏

−∞

𝑑𝜙′

𝜔𝜏
𝜂2
(︂
𝜙′

𝜔𝜏

)︂
, (2.32)

𝑞 = (𝑞0,q) = 𝑝𝑓 − 𝑝𝑖 + 𝑙𝑘, (2.33)

де 4-вектор 𝑞 визначає переданий ядру 4-iмпульс. Поправки 𝜆 (𝜙/𝜔𝜏) в (2.41),

пов’язанi з пондеромоторними силами [2], якi дiють на електрон в зовнiшньому

iмпульсному полi (2.2).

У виразi (2.31) перейдемо вiд iнтегрування по змiнних 𝑧 та 𝑡 до 𝜉± = 𝑡 ± 𝑧

( 𝜉− = 𝜙/𝜔 ). Тодi вираз для 𝐵𝑙 (2.31) може бути представлений у наступному

виглядi:

𝐵𝑙 =
1

2

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉−𝑑𝜉+𝐻𝑙(𝜉−) exp [𝑖(𝑞−𝜉+ + 𝑞+𝜉− + 𝜔𝜏𝜆 (𝜉−/𝜏))] 𝐼1(𝜉+, 𝜉−) , (2.34)
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𝐼1(𝜉+, 𝜉−) =

∫︁ ∫︁ exp

{︂
−𝑖𝑞𝑥𝑥− 𝑖𝑞𝑦𝑦 − 𝑑−1

√︁
𝑥2 + 𝑦2 + (𝜉+−𝜉−)2/4

}︂
𝑑𝑥𝑑𝑦√︁

𝑥2 + 𝑦2 + (𝜉+−𝜉−)2/4
=

=
2𝜋

𝑞𝑑⊥
exp

(︁
−𝑞𝑑⊥

2
· |𝜉+ − 𝜉−|

)︁
, (2.35)

𝑞± =
1

2
(𝑞0 ± 𝑞𝑧) , 𝑞‖ = 𝑞𝑧, 𝑞𝑑⊥ =

√︁
𝑞2𝑥 + 𝑞2𝑦 + 𝑑−2. (2.36)

Пiдставимо значення iнтегралiв (2.35) у вираз (2.34), отримаємо

𝐵𝑙 =
𝜋

𝑞𝑑⊥

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉−𝐻𝑙 (𝜉−) exp {𝑖𝑞+𝜉− + 𝑖𝜔𝜏𝜆 (𝜉−/𝜏)} · 𝐼2 (𝜉−), (2.37)

𝐼2 (𝜉−) = exp (−𝑞𝑑⊥𝜉−/2) ·
𝜉−∫︀

−∞
𝑑𝜉+ exp [𝑖 (𝑞− + 𝑞𝑑⊥/2) 𝜉+]+

+ exp (𝑞𝑑⊥𝜉−/2) ·
∞∫︀
𝜉−

𝑑𝜉+ exp [𝑖 (𝑞− − 𝑞𝑑⊥/2) 𝜉+].
(2.38)

Виконаємо iнтегрування в (2.38), отримаємо функцiю 𝐵𝑙 , що визначає амплi-

туду процесу розсiювання, у наступному виглядi:

𝐵𝑙 =
4𝜋

𝑞2𝑑⊥ + 4𝑞2−

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉− ·𝐻𝑙 (𝜉−) exp {𝑖 (𝑞+ + 𝑞−) 𝜉− + 𝑖𝜔𝜏𝜆 (𝜉−/𝜏)}. (2.39)

Отже, пiсля розкладання в ряди Фур’є та iнтегрування по просторових змiн-

них отримаємо шукану амплiтуду переходу в виглядi суми по парцiальних ком-

понентах, кожна з яких вiдповiдає вимушеним процесам випромiнювання чи

поглинання певної кiлькостi фотонiв лазерного поля:

𝑆𝑓𝑖 =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑆𝑙, 𝑆𝑙 = −𝑖 𝑍𝑒
2𝜏√︀

𝐸𝑖𝐸𝑓

· 2𝜋 (�̄�𝑓∆𝑙 (𝑞0)𝑢𝑖)

𝑞2𝑑⊥ +
(︀
𝑞0 − 𝑞‖

)︀2 , (2.40)

∆𝑙 (𝑞0) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 ·𝐻𝑙 (𝜑) exp {𝑖𝜏 (𝑞0𝜑+ 𝜔𝜆 (𝜑))} , 𝜑 ≡ 𝜙

𝜔𝜏
. (2.41)
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Нагадаємо, що функцiя 𝐻𝑙 визначається виразом (2.27), з якого видно,

що амплiтуда розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi довiльної

iнтенсивностi в загальному релятивiстському випадку виражається через фун-

кцiї 𝐿𝑙 . Вони визначають ймовiрнiсть вимушеного випромiнювання i поглинан-

ня фотонiв хвилi. Властивостi цих функцiй детально вивченi в роботi [67]. Вони

можуть бути представленi у виглядi розкладу в ряд по функцiях Бесселя з цi-

лим показником, властивостi яких детально викладенi, наприклад, у книзi [68]:

𝐿𝑙 (𝜒, 𝛾 (𝜑) , 𝛽 (𝜑)) = exp (−𝑖𝑙𝜒)
∞∑︁

𝑠=−∞
exp (2𝑖𝑠𝜒) 𝐽𝑙−2𝑠 (𝛾 (𝜑)) 𝐽𝑠 (𝛽 (𝜑)) . (2.42)

Тут функцiї 𝐽𝑠 – функцiї Бесселя з цiлими показниками. Аргументи цих фун-

кцiй (2.17), (2.18), (2.19) можуть бути представленi наступним чином:

cos𝜒 =
(𝑒𝑥𝑞𝑖𝑓)√︁

(𝑒𝑥𝑞𝑖𝑓)2 + 𝛿2 (𝑒𝑦𝑞𝑖𝑓)2
, 𝑞𝑖𝑓 =

𝑝𝑓
𝜅𝑓

− 𝑝𝑖
𝜅𝑖
, (2.43)

𝛾 (𝜑) = 𝛾0 · 𝑔 (𝜑) , 𝛾0 = 𝜂0
𝑚

𝜔

√︁
(𝑒𝑥𝑞𝑖𝑓)2 + 𝛿2 (𝑒𝑦𝑞𝑖𝑓)2, (2.44)

𝛽 (𝜑) =
(︀
1 − 𝛿2

)︀
𝜂2 (𝜑)

𝑚2

𝜔
·
(︂

1

𝜅𝑓
− 1

𝜅𝑖

)︂
. (2.45)

Зауважимо, що параметри 𝛾 (𝜑) (2.44) i 𝛽 (𝜑) (2.45) – квантовi i залежать як

вiд характеристик зовнiшнього поля, так i вiд кiнематики процесу розсiювання.

Тут 𝛾0 є квантовий параметр баготофотонностi Бункiна-Федорова. У випадку

циркулярної поляризацiї зовнiшньої хвилi ( 𝛿 = ±1 ) 𝛽 (𝜑) = 0 i спецiальнi

функцiї 𝐿𝑙 (𝜑) (2.42) з точнiстю до фази спрощуються до функцiй Бесселя [67]:

𝐿𝑙 (𝜑) = exp(−𝑖𝑙𝜒) · 𝐽𝑙 (𝛾 (𝜑)) . (2.46)

В граничному випадку монохроматичної хвилi та потенцiалу без екранування,

𝜔𝜏 → ∞ ⇒ 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏) → 1, 𝑑→ ∞,
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функцiя 𝐻𝑙 не залежить вiд змiнної iнтегрування 𝜑 . Тому ∆𝑙 = 2𝜋𝛿 (𝑞0)𝐻𝑙 i

вираз для амплiтуди (2.40) переходить у вiдому амплiтуду в полi плоскої моно-

хроматичної хвилi [49,96,99,124]. Вiдзначимо також, що вирази для амплiтуди

розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi (2.40)-(2.41) справедливi

для широкої областi iнтенсивностей зовнiшнього лазерного поля i енергiй еле-

ктронiв. Представлена постановка задачi включає в розгляд також i випадок

малих кутiв розсiювання електрона на ядрi.

2.1.2. Обчислення перерiзу розсiювання.

Далi визначимо диференцiальну ймовiрнiсть за весь час спостереження

процесу розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної лазерної хвилi iз отри-

маних явних виразiв для амплiтуди переходу (2.40)-(2.45) скориставшись стан-

дартним методом [9]:

𝑑𝑊 = |𝑆|2 𝑑
3p𝑓

(2𝜋)3
=
∑︁
𝑙,𝑙′

𝑆𝑙𝑆
*
𝑙′
𝑑3p𝑓

(2𝜋)3
. (2.47)

Зазначимо, що в сумi (2.47) по 𝑙′ в силу умови квазiмонохроматичностi (2.4)

достатньо зберегти доданки, що вiдповiдають умовi: 𝑙′ = 𝑙 . Таким чином, ди-

ференцiальну ймовiрнiсть за одиницю часу можна представити у виглядi суми

по парцiальних компонентах:

𝑑𝑊

𝑇
= 𝑑𝑤 =

∑︁
𝑙

𝑑𝑤𝑙 =
∑︁
𝑙

|𝑆𝑙|2

𝑇

𝑑3p𝑓

(2𝜋)3
, (2.48)

де 𝑇 – деякий порiвняно великий (𝑇 & 𝜏 ) промiжок часу спостереження.

Шуканий диференцiальний перерiз отримаємо з виразу (2.48) подiливши його

на густину потоку падаючих частинок, яка у вибраному нами випадку рiвна

𝑣𝑖 :

𝑑𝜎 =
𝑑𝑤

𝑣𝑖
=
∑︁
𝑙

𝑑𝜎𝑙 =
∑︁
𝑙

|𝑆𝑙|2𝐸𝑖

𝑇 |p𝑖|
𝑑3p𝑓

(2𝜋)3
, (2.49)
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𝑑𝜎𝑙
𝑑Ω𝑓

=
(︀
𝑍𝑒2
)︀2 ∫︁ 𝜔𝜏 2𝑑𝜉

2𝜋𝑇
· |p𝑓 |
|p𝑖|

⃒⃒∫︀
𝑑𝜑𝐹𝑙 (𝜑) exp {𝑖𝜔𝜏 (𝜉𝜑+ 𝜆 (𝜑))}

⃒⃒2[︁
𝑞2𝑑⊥ +

(︀
𝜔𝜉 − 𝑞‖

)︀2]︁2 , (2.50)

𝐹𝑙 (𝜑) = (�̄�𝑓𝐻𝑙 (𝜑)𝑢𝑖) . (2.51)

Величина 𝑑𝜎𝑙 (2.50) – парцiальний диференцiальний перерiз розсiювання еле-

ктрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi в тiлесний кут 𝑑Ω𝑓 з випромiнюванням

або поглинанням |𝑙| фотонiв зовнiшнього поля.

У виразi (2.50) введена нова безрозмiрна змiнна iнтегрування 𝜉 . У силу

наближення квазiмонохроматичностi (2.4) суттєва область iнтегрування рiзко

звужується i має мiсце наближений закон збереження енергiї у виглядi

𝜉 =
𝑞0
𝜔

=
𝐸𝑓 − 𝐸𝑖

𝜔
+ 𝑙 .

1

𝜔𝜏
. (2.52)

Для великих переданих iмпульсiв можна нехтувати залежнiстю вiд змiнної iн-

тегрування 𝜉 в знаменнику виразу (2.50). Це вiдповiдає випадку немалих кутiв

розсiювання, який був розглянутий ранiше в роботi [139].

Звернемося до випадку розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної

лазерної хвилi на малi кути, якому вiдповiдають процеси розсiювання з малими

переданими iмпульсами

|q| ∼ 𝜔 ⇔ 𝜃 = 𝜃𝑓 − 𝜃𝑖 ∼ 𝑙𝜔/ |p𝑖| . (2.53)

За таких умов залежнiсть вiд змiнної iнтегрування суттєва як в знаменнику

перерiзу, так i в показнику експоненти. Проте в силу закону збереження (2.52)

в iншiй частинi пiдiнтегральної функцiї (2.50) можна вважати 𝜉 = 0 .

Розглянемо наближення, коли початковi характеристики електронiв та iн-

тенсивнiсть хвилi вiдповiдають умовi

𝜂20
𝑚2

𝜅2𝑖
≪ 1. (2.54)
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Легко показати, що в цьому випадку для переданих iмпульсiв (2.53) квадрати-

чними поправками по параметру 𝜂0 можна знехтувати як в показнику експо-

ненти, так i у функцiї 𝐻𝑙 (𝜑) (2.27).

У виразi для парцiального перерiзу розсiювання електрона на ядрi (2.50)

визначаємо полюси пiдiнтегральної функцiї та застосовуємо теорему лишкiв

для обчислення iнтегралу по змiннiй 𝜉 . У результатi одержимо

𝑑𝜎𝑙
𝑑Ω𝑓

=

(︀
𝑍𝑒2
)︀2

(𝑞2 + 𝑑−2)2
|p𝑓 |
|p𝑖|

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑𝐹𝑙 (𝜑)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑′𝐹 *

𝑙 (𝜑+ 𝜑′) 𝑓𝛿 (𝜑′) , (2.55)

𝑓𝛿 (𝜑′) = 𝜔𝜏

(︀
q2 + 𝑑−2

)︀2
4𝜔 |𝑞𝑑⊥|3

cos
(︀
𝑞‖𝜏𝜑

′)︀ (1 + |𝑞𝑑⊥𝜏𝜑′|) exp (− |𝑞𝑑⊥𝜏𝜑′|) . (2.56)

Тут введений iнтервал усереднення по лазерному iмпульсу 𝜌 (Додаток Б).

Функцiя 𝑓𝛿 (𝜑′) (2.56) має максимум у точцi 𝜑′ = 0 i досить швидко спадає

при збiльшеннi аргументу. При цьому вона симетрична i задовольняє умови∫︁ +∞

−∞
𝑑𝜑′ · 𝑓𝛿 (𝜑′) = 1, (2.57)

lim
𝜔𝜏→∞

𝑓𝛿 (𝜑′) = 𝛿 (𝜑′) , lim
𝑞𝑑⊥→∞

𝑓𝛿 (𝜑′) = 𝛿 (𝜑′) , (2.58)

де 𝛿 (𝜑′) є дельта-функцiя Дiрака. Таким чином, в граничному випадку мо-

нохроматичної хвилi 𝜔𝜏 → ∞ вираз для парцiального перерiзу розсiювання

електрона на ядрi в полi iмпульсної лазерної хвилi (2.55) переходить у вiдомий

вираз для вiдповiдного перерiзу у випадку монохроматичної хвилi [49].

Як випливає з (2.55), парцiальний перерiз обернено пропорцiйний до че-

твертого степеня переданого iмпульсу. Розглянемо явний вид квадрата пере-

даного iмпульсу у випадку малих кутiв розсiювання. Виберемо для розгляду

процеси розсiювання в площинi, яка утворена iмпульсом початкового електро-

на i хвильовим вектором

𝜙𝑓 = 𝜙𝑖 = 0, 𝑞2𝑦 = 0. (2.59)
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У цьому випадку легко отримати шукану явну форму

q2 = p2
𝑖 𝜃

2 − 2𝜃𝑙𝜔 |p𝑖| sin 𝜃𝑖 + 𝑙2𝜔2
(︀
𝜅2𝑖/p

2
𝑖 + sin2 𝜃𝑖

)︀
. (2.60)

За вiдсутностi екранування знаменник перетворюється на нуль у тривiальному

випадку, 𝜃 = 0 , що пояснюється властивостями кулонiвського потенцiалу. Ана-

лiз показує, що в екранованому кулонiвському потенцiалi переданий iмпульс

(2.60) не перетворюється на нуль нi при яких значеннях кутiв i енергiй еле-

ктрона. Проте переданий iмпульс (2.60) має точку мiнiмуму для значень кута

розсiювання

𝜃𝑙𝑚 = 𝑙𝜃𝑚 =
𝑙𝜔

|p𝑖|
sin 𝜃𝑖, (2.61)

q2 (𝜃𝑙𝑚)

𝑙2𝜔2
=
𝜅2𝑖
p2
𝑖

=

⎧⎨⎩ 𝐸2
𝑖 /p

2
𝑖 > 1, 𝐸𝑖 ≈ 𝑚;

𝑚4

4𝐸4
𝑖

(︀
1 + 𝛿2𝑖

)︀2 ≪ 1, 𝐸𝑖 ≫ 𝑚, 𝜃2𝑖 ≪ 1.
(2.62)

𝛿𝑖 = 𝐸𝑖𝜃𝑖/𝑚. (2.63)

Також наявна ще одна видiлена точка

𝜃𝑙⊥ = 𝑙𝜃⊥ =
𝑙𝜔𝐸𝑖

p2
𝑖

tan 𝜃𝑖, (2.64)

у якiй перпендикулярна полю компонента переданого iмпульсу мiнiмальна.

Як видно з виразу (2.62), мiнiмальне значення переданого iмпульсу суттєво

залежить вiд енергiї початкового електрона i початкового кута вльоту. Оскiль-

ки найцiкавiший випадок малих переданих iмпульсiв, коли перерiз розсiюван-

ня бiльший, подальше вивчення будемо виконувати для ультрарелятивiстських

енергiй електрона i малих початкових кутiв:

𝐸𝑖 ≫ 𝑚, 𝜃2𝑖 ≪ 1. (2.65)
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Тодi умова (2.54) i кути (2.61), (2.64) набувають вигляду

𝜂0 ≪ 𝑚/𝐸𝑖 ≪ 1. (2.66)

𝜃𝑚 =
𝜔𝑚

|p𝑖|𝐸𝑖
𝛿𝑖, 𝜃⊥ =

𝜔𝑚

p2
𝑖

𝛿𝑖. (2.67)

Виберемо циркулярну поляризацiю лазерної хвилi 𝛿 = ±1 . Отримаємо ви-

рази для параметрiв баготофотонностi (2.43)-(2.45) в областi малих кутiв роз-

сiювання (2.53) за умов (2.65)-(2.66):

cos𝜒 =
−(𝑞𝑖𝑓)𝑥
|q𝑖𝑓 |

= ±1, 𝛽 (𝜑) = 0, (2.68)

𝛾0 = −𝜂0
𝑚

𝜔
(𝑞𝑖𝑓)𝑥 =

4𝑙𝜂0𝛿𝑖

(1 + 𝛿2𝑖 )
2

(︂
1 − 𝜃

2𝜃𝑚

(︀
1 − 𝛿2𝑖

)︀)︂
≪ 1. (2.69)

Як випливає з (2.69), параметр 𝛾0 при малих кутах стає класичним.

Розглянемо процесi розсiювання неполяризованого електрона на ядрi в полi

iмпульсної лазерної хвилi. Шуканий перерiз розсiювання для неполяризованого

електрона знаходимо стандартним методом – шляхом усереднення по початко-

вих i пiдсумовування по кiнцевих поляризацiях електрона [9]. Таким чином,

маємо

𝐻𝑙 (𝜑) = 𝛾0𝐽𝑙 (𝜑) + 𝜂 (𝜑)
𝑚

2𝜅𝑖
(𝜀*𝐽𝑙−1 (𝜑) + 𝜀𝐽𝑙+1 (𝜑)) , (2.70)

𝐹𝑙(𝜑)𝐹 *
𝑙 (𝜑′) = (�̄�𝑓𝐻𝑙(𝜑)𝑢𝑖) (�̄�𝑓𝐻

*
𝑙 (𝜑′)𝑢𝑖) =

=
1

2
Sp (𝑝𝑓 +𝑚)𝐻𝑙(𝜑) (𝑝𝑖 +𝑚) �̄�𝑙(𝜑

′) . (2.71)

Пiсля обчислення слiду матрицi та нескладних математичних перетворень

з використанням рекуретного спiввiдношення мiж функцiями Беселля 𝐽𝑙 та

𝐽𝑙±1 отримаємо парцiальний диференцiальний перерiз розсiювання електрона
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на ядрi в наступному виглядi

𝑑𝜎𝑙
𝑑Ω𝑓

=
4
(︀
𝑍𝑒2
)︀2
𝐸2

𝑖

(q2 + 𝑑−2)2

(︂
1 − |p𝑖|

𝐸𝑖

1 + 𝛿2𝑖
2 + (𝛿2𝑖 − 1) 𝜃/𝜃𝑚

)︂2

𝑊𝑙, (2.72)

𝑊𝑙 =
1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑𝐽𝑙 (𝜑)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑′𝐽𝑙 (𝜑+ 𝜑′) 𝑓𝛿 (𝜑′) . (2.73)

Зазначимо, що у випадку бiльших кутiв розсiювання 𝑓𝛿 (𝜑′) → 𝛿 (𝜑′) i

вiдповiдно ймовiрнiсть вимушених процесiв (2.73) переходить у вiдомий ви-

раз [139]:

𝑊𝑙 =
1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 𝐽2
𝑙 (𝜑) . (2.74)

Iнтервал усереднення по лазерному iмпульсу 𝜌 залежить вiд умов конкретного

експерименту. Наприклад, у випадку, коли зовнiшнє поле є низкою послiдов-

них лазерних iмпульсiв, параметр 𝜌 є вiдношенням часу мiж пiками сусiднiх

iмпульсiв i характерної тривалостi одного лазерного iмпульсу (див. Додаток Б).

Диференцiальний перерiз розсiювання неполяризованих електронiв на

екранованому потенцiалi ядра (2.6) в елемент тiлесного кута за вiдсутностi зов-

нiшнього поля (перерiз Мотта) в областi малих кутiв розсiювання (2.53) має

вигляд

𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡

𝑑Ω𝑓
=

4
(︀
𝑍𝑒2
)︀2
𝐸2

𝑖

(𝑞20 + 𝑑−2)
2 , (2.75)

де 𝑞0 – переданий iмпульс для парцiального процесу розсiювання 𝑙 = 0 .

Виберемо огинаючу функцiю для 4-потенцiалу iмпульсної лазерної хвилi

(2.2) у виглядi функцiї Гауса

𝑔 (𝜑) = exp
{︀
−𝜑2

}︀
. (2.76)

Зазначимо, що параметр 𝛾0 ≪ 1 через умову (2.66). Отже, основний внесок

у перерiз процесу розсiювання електрона на ядрi в областi малих кутiв розсiюва-
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ння даватимуть парцiальний процес з 𝑙 = 0 (𝑑𝜎0 = 𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡 ) i вимушенi процеси

випромiнювання або поглинання одного фотона зовнiшнього поля 𝑙 = ±1 . То-

му можна прийняти |p𝑓 | = |p𝑖| скрiзь, за винятком переданого iмпульсу (2.60).

Також функцiї Бесселя в (2.73) можуть бути розкладенi по малому аргументу

(2.69) для парцiальних процесiв 𝑙 = ±1 . У цьому випадку iнтеграли у виразi

(2.73) легко обчислити аналiтично.

Пiсля нескладних перетворень отримаємо вiдношення перерiзу розсiюва-

ння електрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi (2.2) i перерiзу розсiювання за

вiдсутностi зовнiшнього поля в областi малих кутiв (2.75) для ультрареляти-

вiстських енергiй (2.65) у виглядi

𝑅 =
∑︁
𝑙

𝑑𝜎𝑙
𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡

≈ 1 +
𝑑𝜎+1

𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡
+

𝑑𝜎−1

𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡
, (2.77)

𝑑𝜎±1

𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡
=

𝜂20𝜔𝜏
(︀
p2
𝑖 𝜃

2 + 𝑑−2
)︀2

𝜔
(︁
p2
𝑖 (𝜃 ∓ 𝜃⊥)2 + 𝑑−2

)︁3/2𝑚4

𝐸4
𝑖

𝐾±1𝑃±1, (2.78)

𝐾±1 =
4𝛿2𝑖

(1 + 𝛿2𝑖 )
2

(︂
𝐸2

𝑖

𝑚2

(︀
1 − 𝛿2𝑖

)︀(︂
1 ∓ 𝜃

𝜃⊥

)︂
+ 1

)︂2

, (2.79)

𝑃±1=
𝜋

4𝜌
exp
(︁
−
(︁
𝑞2‖−𝑞2⊥−𝑑−2

)︁
𝜏 2/2
)︁(︀(︀

1−𝑞2⊥𝜏 2
)︀

cos𝑄⊥‖ +𝑄⊥‖ sin𝑄⊥‖
)︀
, (2.80)

𝑄⊥‖ = |𝑞⊥|
⃒⃒
𝑞‖
⃒⃒
𝜏 2. (2.81)

В областi малих кутiв (2.53) i ультрарелятивiстських енергiй електрона

(2.65) компоненти переданого iмпульсу спрощуються до вигляду

𝑞⊥ = −𝜔𝛿𝑖
𝑚

𝐸𝑖

(︂
1 ∓ 𝜃

𝜃⊥

)︂
, 𝑞‖ = 𝜔

𝑚2

2𝐸2
𝑖

(︂
𝛿2𝑖

(︂
1 ∓ 2𝜃

𝜃⊥

)︂
− 1

)︂
. (2.82)

Вираз (2.78) описує пiк iз максимумом на кутi розсiювання 𝜃⊥ (2.67). Висо-

та i ширина пiку визначається початковою енергiєю електрона, енергiєю фотона

зовнiшнього поля, значенням довжини екранування. Оцiнки показують, що для
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оптичних частот лазерної хвилi перевищення перерiзу розсiювання електрона

на ядрi в полi iмпульсної хвилi над перерiзом за вiдсутностi зовнiшнього поля

складає долi вiдсотка. Отже, в чисельному аналiзi звернiмося до полiв iз енер-

гiєю фотону порядку кеВ. Такi поля стали доступнi експериментальнiй фiзицi

завдяки розвитку джерел рентгенiвського випромiнювання високої iнтенсивно-

стi з вузьким енергетичним спектром. Серед таких слiд згадати, зокрема, дже-

рела синхротронного випромiнювання, лазери на вiльних електронах, джерела

на ефектi зворотного розсiювання Комптона [246]. За певних, цiлком реальних

умов, електромагнiтне випромiнювання в таких установках може бути описано

в рамках моделi плоскої квазiмонохроматичної хвилi. При цьому iнтенсивнiсть

може вiдповiдати областi помiрно сильних полiв.

На рисунках 2.2–2.3 а)-б) представленi парцiальнi перерiзи розсiювання

електрона на ядрi в полi iмпульсної свiтлової хвилi в одиницях перерiзу роз-

сiювання за вiдсутностi зовнiшнього поля (2.78) як функцiї кута розсiювання

( а) 𝑙 = −1 , б) 𝑙 = +1 ). Довжина екранування вибрана iстотно бiльшою за

характернi прицiльнi параметри розсiювання електрона, 𝑑 ≪ 𝜔−1 . Характер-

нi значення кутiв розсiювання: 𝜃 ∼ 𝜃⊥ ∼ 10−5 . Як видно з рисункiв а) та б),

перерiз розсiювання майже симетричний вiдносно вимушених процесiв випро-

мiнювання i поглинання. При розсiюваннi електрона на ядрi наявнi два видiленi

напрями розсiювання, коли переданий iмпульс малий i перерiз розсiювання ма-

ксимальний.

Рисунки 2.2 та 2.3 вiдрiзняються значенням енергiї фотона зовнiшнього

поля. Як видно з рисункiв, при зростаннi енергiї початкового електрона ма-

ксимальне значення вiдношення перерiзiв зменшується. Навпаки, при зростаннi

енергiї фотонiв зовнiшнього лазерного поля вiдношення перерiзiв збiльшується.

Так, для 𝜔 = 0.5 кеВ перерiз розсiювання електрона на ядрi в iмпульсно-

му лазерному полi поблизу видiленого кута 𝜃⊥ в 2-3 рази перевищує перерiз

розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього поля. Для енергiй фотона 𝜔 = 2 кеВ

вiдношення перерiзiв досягає двох порядкiв величини, проте для бiльш вузької

областi кутiв розсiювання.
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Рис. 2.2. Парцiальнi перерiзи розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної
лазерної хвилi в одиницях перерiзу розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього
поля (2.78) як функцiя кута розсiювання для рiзних енергiй початкового

електрона. Кут вльоту: 𝜃𝑖 = 5, 73∘ . Параметри лазерного поля: 𝜔 = 0.5 кеВ,
𝜂0 = 0.05 , 𝜔𝜏 = 50 , 𝜌 = 2 , 𝑑−1 = 0.3 еВ. Рисунок а) вiдповiдає процесам

поглинання 𝑙 = −1 , рисунок б) процесам випромiнювання 𝑙 = +1 . Суцiльнi
кривi вiдповiдають енергiї 𝐸𝑖 = 5.1 МеВ, пунктирнi 𝐸𝑖 = 10.2 МеВ,

штрих-пунктирнi 𝐸𝑖 = 15.3 МеВ.
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Рис. 2.3. Парцiальнi перерiзи розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної
лазерної хвилi в одиницях перерiзу розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього
поля (2.78) як функцiя кута розсiювання для рiзних енергiй початкового
електрона. Кут вльоту: 𝜃𝑖 = 5, 73∘ . Параметри лазерного поля: 𝜔 = 2 кеВ,
𝜂0 = 0.05 , 𝜔𝜏 = 50 , 𝜌 = 2 , 𝑑−1 = 0.3 еВ. Рисунок а) вiдповiдає процесам

поглинання 𝑙 = −1 , рисунок б) процесам випромiнювання 𝑙 = +1 . Суцiльнi
кривi вiдповiдають енергiї 𝐸𝑖 = 5.1 МеВ, пунктирнi 𝐸𝑖 = 10.2 МеВ,

штрих-пунктирнi 𝐸𝑖 = 15.3 МеВ.
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Таким чином, при зростаннi енергiї початкового електрона максимальне

значення вiдношення перерiзу розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної

хвилi i перерiзу розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього поля в областi малих

кутiв зменшується. Навпаки, при зростаннi енергiї фотонiв зовнiшнього поля

вiдношення перерiзiв збiльшується.

2.2. Параметричний iнтерференцiйний ефект при розсiюваннi

електрона на ядрi в полi двох iмпульсних свiтлових хвиль

Розсiювання електронiв на кулонiвському потенцiалi ядра в присутностi

двох плоских монохроматичних електромагнiтних хвиль вивчалося в робо-

тах [51,52,126]. В цьому пiдроздiлi вивчається процес розсiювання електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних хвиль. Вивчалися особливостi когерентних процесiв

вимушеного гальмiвного випромiнювання та поглинання фотонiв зовнiшнього

поля, що супроводжують розсiювання електрона. Передбачено параметричний

iнтерференцiйний ефект в кiнематичнiй областi, коли хвильовий вектор лазер-

ного поля та iмпульси частинок в початкових та кiнцевих станах лежать в однiй

площинi (iнтерференцiйна область). Показано, що в цiй областi встановлюється

зв’язок мiж енергiєю та кутом вильоту частинки, а процеси вимушеного випро-

мiнювання i поглинання фотонiв обох хвиль вiдбуваються корельованим чином.

2.2.1. Амплiтуда процесу.

Поле зовнiшнього лазерного iмпульсу виберемо як суперпозицiю двох пло-

ских немонохроматичних хвиль, якi поширюються в одному напрямi вздовж

вiсi 𝑧 . У загальному випадку 4-потенцiал такого поля може бути записаний у

виглядi:

𝐴 (𝜙) = 𝐴1 (𝜙1) + 𝐴2 (𝜙2) . (2.83)
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У виразi (2.83) кожен iз доданкiв представимо наступним чином:

𝐴𝑗 (𝜙𝑗) =
𝐹0𝑗

𝜔𝑗
· 𝑔𝑗
(︂
𝜙𝑗

𝜔𝑗𝜏𝑗

)︂
· (𝑒𝑗𝑥 cos𝜙𝑗 + 𝛿𝑗𝑒𝑗𝑦 sin𝜙𝑗) , (2.84)

𝜙𝑗 = 𝑘𝑗𝑥 = 𝜔𝑗 (𝑡− 𝑧) , 𝑗 = 1, 2, (2.85)

де 𝐹0𝑗 , 𝜔𝑗 – напруженiсть та частота кожної лазерної хвилi; 𝛿𝑗 – параме-

три елiптичностi поляризацiї хвиль, ( 𝛿𝑗 = 0 – вiдповiдає лiнiйнiй поляризацiї,

𝛿𝑗 = ±1 – циркулярнiй поляризацiї); 𝑘𝑗 = (𝜔𝑗, 𝑘𝑗) – 4-хвильовi вектори, що

вiдрiзняються тiльки величиною, але не напрямом; 𝑒𝜇𝑥𝑗 = (0, 𝑒𝑥𝑗) , 𝑒𝜇𝑦𝑗 = (0, 𝑒𝑦𝑗)

– 4-вектори поляризацiї хвиль, якi задовольняють умови:

𝑒2𝑥𝑗,𝑦𝑗 = −1, (𝑒𝑥,𝑦𝑗𝑘𝑗) = 0. (2.86)

У виразi (2.84) функцiї 𝑔𝑗 (𝜙𝑗/𝜔𝑗𝜏𝑗) – огинаючi потенцiалу зовнiшньої хвилi,

якi дозволяють врахувати iмпульсний характер зовнiшнього лазерного поля.

Процес розсiювання електрона на ядрi в полi двох лазерних хвиль вивчається

в рамках квазiмонохроматичного наближення, коли за тривалiсть iмпульсу ко-

жна з хвиль здiйснює велику кiлькiсть осциляцiй амплiтуди:

𝜔𝑗𝜏𝑗
2𝜋

≫ 1. (2.87)

Слiд пiдкреслити, що опис поля через потенцiал (2.83) не враховує мо-

жливий фазовий зсув мiж свiтловими хвилями та передбачає, що максимуми

лазерних iмпульсiв спiвпадають. Ефекти, що вносяться фазовим зсувом та роз-

бiжнiстю у пiках iмпульсiв, у представленому розглядi не вивчаються.

Будемо вивчати процес ВГВП при розсiюваннi електрона на ядрi з потен-

цiалом

𝐴0 (|x|) =
𝑍𝑒

|x|
, (2.88)
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у полi двох iмпульсних лазерних хвиль (2.84) в першому борнiвському набли-

женнi по взаємодiї електронiв з полем ядра 𝑍𝑒2/𝑣𝑖,𝑓 ≪ 1 . Амплiтуда процесу

розсiювання електрона на ядрi у полi двох iмпульсних хвиль в першому бор-

нiвському наближеннi в загальному випадку визначається виразом (рис. 2.1)

𝑆 = −𝑖𝑒
∫︁
𝑑4𝑥 · 𝜓𝑓 (𝑥,𝐴) ·

(︀
𝛾0𝐴0 (|x|)

)︀
· 𝜓𝑖 (𝑥,𝐴) , (2.89)

де 𝜓𝑖 (𝑥,𝐴) й 𝜓𝑓 (𝑥,𝐴) - функцiї Волкова для електрона в початковому й кiн-

цевому станах у плоскому лазерному полi [8,9]. Зазначимо, що функцiї Волкова

справедливi для зовнiшнiх плоских хвиль довiльного спектрального складу:

𝜓𝑝 (𝑥,𝐴) =

[︂
1 +

𝑒

2 (𝑛𝑝)
�̂�𝐴

]︂
𝑢𝑝√︀
2𝐸𝑝

exp (−𝑖𝑆 (𝑝)) , 𝑝 = 𝑝𝑖, 𝑝𝑓 , (2.90)

𝑛𝜇 =
𝑘𝜇𝑗
𝜔𝑗

= (1, 0, 0,−1) , 𝜉 =
𝜙𝑗

𝜔𝑗
= 𝑡− 𝑧. (2.91)

Тут 𝑝𝑖,𝑓 = (𝐸𝑖,𝑓 , 𝑝𝑖,𝑓) – 4-iмпульси початкового й кiнцевого електрона; 𝑢𝑖, �̄�𝑓 –

бiспiнори Дiрака вiльного електронного поля. Функцiя 𝑆𝑝 представляє з собою

класичну дiю для електрона в електромагнiтному полi

𝑆 (𝑝) = − (𝑝𝑥) − 𝑒

(𝑛𝑝)

∫︁ 𝜉

0

(︁
(𝑝[𝐴1 + 𝐴2]) −

𝑒

2
(𝐴1 + 𝐴2)

2
)︁
𝑑𝜉. (2.92)

Враховуючи явний вираз 4-потенцiалу зовнiшнього поля двох iмпульсних

хвиль (2.83)-(2.84) пiсля вiдповiдних математичних перетворень, класична дiя

(2.92) для електрона набуває вигляду

𝑆 (𝑝) =
∫︀
𝑝𝜇𝑑𝑥𝜇 +

∑︀
𝑗 𝛾𝑗𝑝 (𝜉) sin (𝜔𝑗𝜉 − 𝜒𝑗𝑝) + 𝛽

(−)
𝑗𝑝 (𝜉) sin 2𝜔𝑗𝜉+

+𝛼𝑝− (𝜉) 𝑑+ sin ((𝜔1 − 𝜔2) 𝜉 − 𝜏+) + 𝛼𝑝+ (𝜉) 𝑑− sin ((𝜔1 + 𝜔2) 𝜉 − 𝜏−) ,
(2.93)

де введенi наступнi позначення:

𝑝𝜇 = 𝑝𝜇 +
∑︁
𝑗

2𝛽
(+)
𝑗𝑝 (𝜉)

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ · 𝑔2𝑗 (𝜉′) /𝑔2𝑗 (𝜉) , (2.94)
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𝛾𝑗𝑝 (𝜉) =
𝑚𝜂𝑗 (𝜉)

(𝑘𝑗𝑝)

√︁
(𝑒𝑗𝑥𝑝)

2 + 𝛿2𝑗 (𝑒𝑗𝑦𝑝)
2, (2.95)

𝛽
(±)
𝑗𝑝 (𝜉) =

1

8

(︀
1 ± 𝛿2

)︀𝑚2𝜂2𝑗 (𝜉)

(𝑘𝑗𝑝)
, tan𝜒𝑗𝑝 = 𝛿𝑗

(𝑒𝑗𝑦𝑝)

(𝑒𝑗𝑥𝑝)
, (2.96)

𝛼𝑝± (𝜉) =
𝑚2𝜂1 (𝜉) 𝜂2 (𝜉)

2 ((𝑘1 ± 𝑘2) 𝑝)
, (2.97)

𝑑𝑐± = 𝑑± · 𝑒𝑖𝜏± = (1 ± 𝛿1𝛿2) cos ∆ + 𝑖 (𝛿1 ± 𝛿2) sin ∆. (2.98)

𝜂𝑗 (𝜉) = 𝜂0𝑗 · 𝑔𝑗 (𝜉/𝜏𝑗) , 𝑗 = 1, 2. (2.99)

Тут ∆ = ∠ (e1𝑥, e2𝑥) – кут мiж векторами поляризацiї лазерних хвиль.

Параметр 𝛾𝑗𝑝 (2.95) у процесах розсiювання електрона на ядрi є характер-

ний параметр багатофотонностi Бункiна-Федорова. Вiдмiтимо, що класична дiя

для електрона в зовнiшньому полi нелiнiйним чином залежить вiд складових

4-потенцiалу зовнiшнього лазерного iмпульсу. Це закономiрно приводить до по-

яви у виразi для дiї (2.93) доданкiв, що вiдповiдають ефектам iнтерференцiї

першої та другої хвиль, якi формують поле лазера.

Перетворимо амплiтуду процесу розсiювання електрона на ядрi в полi двох

iмпульсних свiтлових хвиль до наступного вигляду

𝑆𝑖𝑓 =
−𝑖𝑍𝑒2

2
√︀
𝐸𝑖𝐸𝑓

∫︁
𝑑4𝑥 (�̄�𝑓𝐵 (𝜉)𝑢𝑖)

1

|x|
exp

{︂
−𝑖
∫︁ (︁

𝑝𝜇𝑖 − 𝑝𝜇𝑓

)︁
𝑑𝑥𝜇

}︂
, (2.100)

𝐵 (𝜉) =

[︂
1 +

𝑒

2𝜅𝑓
𝐴�̂�

]︂
𝛾0
[︂
1 +

𝑒

2𝜅𝑖
�̂�𝐴

]︂
exp {−𝑖 (𝑆 (𝑝𝑖) − 𝑆 (𝑝𝑓))} , (2.101)

𝜅𝑖,𝑓 = (𝑛𝑝𝑖,𝑓) = 𝐸𝑖,𝑓 − (𝑝𝑧)𝑖,𝑓 .

Наступним кроком розвинемо амплiтуду дослiджуваного процесу ВГВП в ря-

ди Фур’є за схемою, що була застосована в попередньому пiдроздiлi. Амплiтуда
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процесу (2.100)-(2.101) в iмпульсному полi не є монохроматичною функцiєю фа-

зи, тому її точне розвинення в ряди Фур’є виконувати некоректно. Проте зав-

дяки умовi квазiмонохроматичностi зовнiшнiх свiтлових хвиль (2.87), розклад

в ряди Фур’є виконується з точнiстю до нульового порядку по малих величинах

(𝜔𝑗𝜏𝑗)
−1 . Виконуючи необхiднi процедури iнтегрування, отримаємо амплiтуду

процесу як суму по парцiальних компонентах

𝑆𝑖𝑓 =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞
𝑆𝑛1𝑛2

. (2.102)

Тут кожна з парцiальних амплiтуд вiдповiдає процесам, коли електрон при

розсiюваннi випромiнює чи поглинає певну кiлькiсть фотонiв першої та другої

хвилi:

𝑆𝑛1𝑛2
=

−𝑖𝑍𝑒2

2
√︀
𝐸𝑖𝐸𝑓

�̄�𝑓𝑀𝑛1𝑛2
𝑢𝑖, (2.103)

𝑀𝑛1𝑛2
=

∫︁
𝑑4𝑥 · exp

{︂
𝑖

∫︁ (︁
𝑝𝜇𝑓 − 𝑝𝜇𝑖

)︁
𝑑𝑥𝜇 + 𝑖𝑛1𝜙1 + 𝑖𝑛2𝜙2

}︂
· 𝐷𝑛1𝑛2

|x|
, (2.104)

𝐷𝑛1𝑛2
= 𝛾0 · 𝐼𝑛1𝑛2

+
𝑚

4𝜅𝑖
𝐹𝑛1𝑛2

�̂�𝛾0 +
𝑚

4𝜅𝑓
𝛾0�̂�𝐹𝑛1𝑛2

+
𝑚2

4𝜅𝑖𝜅𝑓
𝐵𝑛1𝑛2

�̂�, (2.105)

𝐹𝑛1𝑛2
= 𝜂1 (𝜉)

(︁
𝑒
(−)
1 𝐼𝑛1−1,𝑛2

+ 𝑒
(+)
1 𝐼𝑛1+1,𝑛2

)︁
+

+𝜂2 (𝜉)
(︁
𝑒
(−)
2 𝐼𝑛1,𝑛2−1 + 𝑒

(+)
2 𝐼𝑛1,𝑛2+1

)︁
, (2.106)

𝐵𝑛1𝑛2
= 𝜂21 (𝜉)

[︀(︀
1 − 𝛿21

)︀
(𝐼𝑛1−2,𝑛2

+ 𝐼𝑛1+2,𝑛2
) + 2

(︀
1 + 𝛿21

)︀
𝐼𝑛1𝑛2

]︀
+

+𝜂22 (𝜉)
[︀(︀

1 − 𝛿22
)︀

(𝐼𝑛1,𝑛2−2 + 𝐼𝑛1,𝑛2+2) + 2
(︀
1 + 𝛿22

)︀
𝐼𝑛1𝑛2

]︀
+ (2.107)

+2𝜂1 (𝜉) 𝜂2 (𝜉) [𝑑𝑐− ·𝐼𝑛1−1,𝑛2−1 + 𝑑𝑐*− ·𝐼𝑛1+1,𝑛2+1 + 𝑑𝑐+ ·𝐼𝑛1−1,𝑛2+1 + 𝑑𝑐*+ ·𝐼𝑛1+1,𝑛2−1] ,

𝑒
(±)
𝑗 = 𝑒𝑗𝑥 ± 𝑖𝛿𝑗𝑒𝑗𝑦. (2.108)
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Слiд пiдкреслити, що матрична функцiя 𝐷𝑛1𝑛2
(2.105) включає в себе до-

данки рiзних порядкiв по класичних iнварiантних параметрах 𝜂0𝑗 . У зв’язку

з громiздкiстю аналiтичних виразiв у загальному випадку в цьому дослiджен-

нi процесу розсiювання в полi двох iмпульсних хвиль обмежимося дiапазоном

помiрно сильних полiв

𝜂0𝑗 ≪ 1, 𝛾0𝑗 & 1, (2.109)

у якому цей процес ранiше не розглядався.

Для дiапазону помiрно сильних полiв (2.109) амплiтуда процесу розсiюва-

ння електрона на ядрi спрощується до наступного вигляду

𝑆𝑛1𝑛2
=

−𝑖𝑍𝑒2

2
√︀
𝐸𝑖𝐸𝑓

(�̄�𝑓𝛾0𝑢𝑖)𝑀𝑛1𝑛2
, (2.110)

𝑀𝑛1𝑛2
=

∫︁
𝑑4𝑥 · exp {𝑖 (𝑞𝑥)}

|x|
· 𝐼𝑛1𝑛2

(𝜉) , (2.111)

𝑞 = 𝑝𝑓 − 𝑝𝑖 + 𝑛1𝑘1 + 𝑛2𝑘2. (2.112)

Тут 4-вектор 𝑞 – переданий ядру 4-iмпульс. У виразi (2.111) функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
в

загальному випадку залежать вiд 10-ти аргументiв [67] (див. також додаток A)

𝐼𝑛1𝑛2
≡ 𝐼𝑛1𝑛2

(𝜒1, 𝛾1, 𝛽1;𝜒2, 𝛾2, 𝛽2;𝛼+, 𝛼−, 𝜏+, 𝜏−) . (2.113)

Аргументи функцiї (2.113) набувають вигляду

𝛾𝑗 (𝜙𝑗) = 𝜂𝑗 (𝜙𝑗)
𝑚

𝜔𝑗

√︁
(𝑒𝑗𝑥𝑔𝑖𝑓)2 + 𝛿2𝑗 (𝑒𝑗𝑦𝑔𝑖𝑓)2, tan𝜒𝑗 = 𝛿𝑗

(𝑒𝑗𝑦𝑔𝑖𝑓)

(𝑒𝑗𝑥𝑔𝑖𝑓)
, (2.114)

𝛽𝑗 (𝜙𝑗) =
1

8

(︀
1 − 𝛿2𝑗

)︀
𝑚2

𝜂2𝑗 (𝜙𝑗)

𝜔𝑗

(︂
1

𝜅𝑖
− 1

𝜅𝑓

)︂
, 𝑔𝑖𝑓 =

𝑝𝑖
𝜅𝑖

− 𝑝𝑓
𝜅𝑓
, (2.115)

𝛼± (𝜉) =
𝑚2𝜂1 (𝜉) 𝜂2 (𝜉)

2 (𝜔1 ± 𝜔2)
𝑑∓

(︂
1

𝜅𝑖
− 1

𝜅𝑓

)︂
. (2.116)
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Спецiальнi функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
(2.113) описують ймовiрностi вимушених процесiв

випромiнювання та поглинання при проходженнi процесiв КЕД в зовнiшньому

полi двох спiвнаправлених свiтлових хвиль. У випадку iмпульсного характеру

лазерного поля в квазiмонохроматичному наближеннi аргументи слабко зале-

жать вiд фази свiтлових хвиль. У загальному випадку цi спецiальнi функцiї

мають досить складний вид, вони можуть бути розвиненi в ряди по функцi-

ях Бесселя з цiлими показниками. Основнi властивостi спецiальних функцiй

(2.113) були вивченi в роботi [67]. Вони спрощуються у випадку циркулярної

поляризацiї обох лазерних хвиль:

𝛿21 = 𝛿22 = 1 ⇒ 𝛽1 = 𝛽2 = 0, (2.117)

𝐼𝑛1𝑛2
= e−𝑖(𝑛1𝜒1+𝑛2𝜒2)

∞∑︁
𝑠=−∞

e−𝑖𝑠(𝜒1±𝜒2−Δ)𝐽𝑠 (𝛼±) 𝐽𝑛1−𝑠 (𝛾1) 𝐽𝑛2∓𝑠 (𝛾2) . (2.118)

При цьому реалiзується тiльки одне з двох можливих значень iнтерференцiйно-

го параметра 𝛼± . Знак «–» вiдповiдає значенням параметрiв елiптичностi 𝛿1,2
одного знаку (вектори напруженостi поля обертаються в одному напрямi вiдно-

сно вiсi поширення хвиль), вiдповiдно знак «+» – значенням рiзного знаку, коли

вектори напруженостi поля обертаються в протилежних напрямах. Функцiї 𝐽𝑛
є функцiями Бесселя з цiлими показниками.

Для дiапазону помiрно сильних полiв амплiтуда процесу ВГВП (2.110)-

(2.111) може бути проiнтегрована по просторових компонентах (див.

пункт 2.1.1). У результатi одержимо наступний вид для парцiальної амплiтуди

процесу розсiювання електрона на ядрi в полi двох спiвнаправлених iмпульсних

лазерних хвиль

𝑆𝑖𝑓 =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞
𝑆𝑛1𝑛2

, (2.119)

𝑆𝑛1𝑛2
=

−𝑖𝑍𝑒2

2
√︀
𝐸𝑖𝐸𝑓

(�̄�𝑓𝛾0𝑢𝑖)
4𝜋 · Λ𝑛1𝑛2

(𝑞0)

𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)
2 , (2.120)
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Λ𝑛1𝑛2
(𝑞0) =

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝜉 · 𝐼𝑛1𝑛2

(𝜉) exp {𝑖𝑞0𝜉} . (2.121)

Пiдкреслимо, що отриманий аналiтичний вираз для амплiтуди процесу роз-

сiювання електрона на ядрi (2.119)-(2.121) справедливий як для релятивiст-

ських, так i нерелятивiстських енергiй електрона.

2.2.2. Перерiз процесу розсiювання в полi двох хвиль.

Наступним кроком визначимо диференцiальну ймовiрнiсть процесу розсi-

ювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль. Маючи ана-

лiтичний вираз для амплiтуди переходу процесу (2.119)-(2.121) це нескладно

виконати стандартним методом [9]:

𝑑𝑊 = |𝑆𝑓𝑖|2
𝑑3p𝑓

(2𝜋)3
=

∞∑︁
𝑛1,𝑛2=−∞

𝑆𝑛1𝑛2
·

∞∑︁
𝑛′
1,𝑛

′
2=−∞

𝑆*
𝑛′
1𝑛

′
2

𝑑3p𝑓

(2𝜋)3
. (2.122)

Слiд зазначити, що за умови квазiмонохроматичностi лазерних хвиль (2.87)

при обчисленнi сум в (2.122) внесок доданкiв з числами 𝑛′1,2 ̸= 𝑛1,2 – малий.

Тому при пiдсумовуваннi достатньо прийняти 𝑛′1,2 = 𝑛1,2 (див. також Дода-

ток В). Таким чином, диференцiальна ймовiрнiсть розсiювання електрона на

ядрi в зовнiшньому полi (2.83)–(2.84) за одиницю часу набуває вигляду суми по

парцiальних компонентах:

𝑑𝑤 =
𝑑𝑊

𝑇
=

∞∑︁
𝑛1,𝑛2=−∞

𝑑𝑤𝑛1𝑛2
, (2.123)

Диференцiальний перерiз процесу розсiювання електрона на ядрi в полi двох

iмпульсних хвиль отримаємо, роздiливши ймовiрнiсть за одиницю часу на гу-

стину потоку частинок, якi розсiюються. У результатi отримаємо:

𝑑𝜎 =
𝑑𝑊

𝑇 · 𝑣𝑖
=
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎𝑛1𝑛2
, (2.124)
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𝑑𝜎𝑛1𝑛2
=

(︀
𝑍𝑒2
)︀2

𝐸𝑓 |p𝑖|
·
⃒⃒
�̄�𝑓𝛾

0𝑢𝑖
⃒⃒2 · |Λ𝑛1𝑛2

(𝑞0)|2[︁
𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2
]︁2 𝑑3p𝑓

2𝜋𝑇
, (2.125)

де 𝑑𝜎𝑛1𝑛2
– парцiальний диференцiальний перерiз розсiювання електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль з випромiнюванням чи поглинанням

певної кiлькостi фотонiв першої та другої хвилi.

Залишимо поза увагою поляризацiйнi ефекти в процесi розсiювання еле-

ктрона на ядрi. Пiсля обчислення вiдповiдних сум та усереднень по поляризацiї

початкових та кiнцевих частинок, отримаємо диференцiальний перерiз розсiю-

вання для неполяризованих електронiв

𝑑𝜎𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
= 2

(︀
𝑍𝑒2
)︀2 |p𝑓 |

|p𝑖|
𝑚2 + 𝐸𝑖𝐸𝑓 + p𝑓p𝑖[︁
𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2
]︁2 · |Λ𝑛1𝑛2

(𝑞0)|2
𝑑𝐸𝑓

2𝜋𝑇
. (2.126)

|Λ𝑛1𝑛2
(𝑞0)|2 =

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝜉 𝐼𝑛1𝑛2

(𝜉) exp {𝑖𝑞0𝜉}
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝜉′ 𝐼*𝑛1𝑛2

(𝜉′) exp {𝑖𝑞0𝜉′} . (2.127)

Пiдкреслимо, що для процесу в полi монохроматичної хвилi iнтегрування

по енергiї кiнцевого електрона легко виконується завдяки виконанню закону

збереження енергiї. У випадку iмпульсного зовнiшнього поля закон збереження

енергiї чiтко не виконується. Проте суттєва область iнтегрування досить вузька

завдяки умовi квазiмонохроматичностi хвиль (2.87) (вiдхилення вiд основного

значення частот зовнiшнiх хвиль незначне). Виключимо з розгляду розсiювання

на малi кути.

Проведемо iнтегрування диференцiального перерiзу по енергiї кiнцевого

електрона. Наближений закон збереження енергiї набуває вигляду

𝑞0 = 𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2 ∼ 𝜔1,2 ·
1

𝜔1,2𝜏1,2
≪ 𝜔1,2, 𝑑𝐸𝑓 = 𝑑𝑞0. (2.128)

Виконавши iнтегрування, отримаємо диференцiальний перерiз розсiюван-

ня електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль в елемент тiлесного



107

кута розсiяного електрона

𝑑𝜎𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
=
𝑑𝜎

(*)
𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
·𝑊𝑛1𝑛2

. (2.129)

Тут перерiз 𝑑𝜎(*)𝑛1𝑛2 переходить у перерiз розсiювання електрона на ядрi за вiд-

сутностi зовнiшнього поля (перерiз Мотта), якщо знехтувати енергетичними

поправками по зовнiшньому лазерному полю. Функцiя 𝑊𝑛1𝑛2
визначає ймовiр-

ностi вимушених процесiв випромiнювання та поглинання 𝑛1 фотонiв першої

та 𝑛2 фотонiв другої хвиль:

𝑊𝑛1𝑛2
=

1

2𝜌

∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑 ·
⃒⃒⃒⃒
𝐼𝑛1𝑛2

(︂
𝜑,
𝜏1
𝜏2
𝜑

)︂⃒⃒⃒⃒2
, (2.130)

𝜑 =
2𝜉

𝜏1
, 𝜌 =

𝑇

𝜏1
. (2.131)

Як бачимо, функцiя 𝑊𝑛1𝑛2
залежить вiд вiдношення часу спостереження

до характерної тривалостi лазерного iмпульсу 𝜌 (для конкретизацiї за хара-

ктерну тривалiсть iмпульсу вибраний параметр першої хвилi 𝜏1 ).

Для подальшого дослiдження виберемо зовнiшнє поле як суперпозицiю

двох спiвнаправлених свiтлових хвиль циркулярної поляризацiї. При цьому ве-

ктори напруженостi хвиль обертаються в рiзних напрямах 𝛿1 = −𝛿2 = 1 . У

такому випадку ймовiрнiсть вимушених процесiв 𝑊𝑛1𝑛2
з урахуванням (2.118)

набуває вигляду

𝑊𝑛1𝑛2
=
∑︁
𝑠

1

2𝜌

∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑠 (𝛼+ (𝜑)) · 𝐽2

𝑛1−𝑠 (𝛾1 (𝜑)) · 𝐽2
𝑛2−𝑠

(︂
𝛾2

(︂
𝜏1
𝜏2
𝜑

)︂)︂
, (2.132)

де вiдповiднi аргументи функцiй Бесселя визначаються формулами (2.114),

(2.116). Як бачимо, вираз для ймовiрностей процесiв вимушеного випромiню-

вання та поглинання в загальному випадку досить складний для кiлькiсного

аналiзу. Тому, в подальшому дослiдженнi звернiмося до окремих найбiльш цi-

кавих випадкiв.
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2.2.3. Область iнтерференцiї та область Бункiна-Федорова.

Iмовiрнiсть вимушеного випромiнювання та поглинання електроном при

розсiюваннi на ядрi в полi двох iмпульсних свiтлових хвиль циркулярної по-

ляризацiї визначається виразом (2.132), куди входять функцiї Бесселя з аргу-

ментами 𝛾1,2 (2.114) та 𝛼+ (2.116). Як вiдомо iз властивостей функцiй Бесселя

цiлого порядку, величина аргументу функцiї Бесселя 𝛾 визначає характерну

область значень для її порядку 𝑛 : 𝛾 & 𝑛 . Оскiльки показники функцiй Бес-

селя у виразi (2.132) визначають кiлькiсть фотонiв, що випромiнюються чи

поглинаються в процесi, то параметри 𝛾1,2 та 𝛼+ вiдiграють роль параметрiв

багатофотонностi. Величини цих параметрiв при однакових кiнематичних умо-

вах можуть мати суттєво рiзнi значення по порядку величини. Таким чином,

видiляють рiзнi кiнематичнi областi розсiювання електрона: iнтерференцiйна

область, коли суттєвий параметр 𝛼+ (2.116), та область Бункiна-Федорова, ко-

ли однойменний квантовий параметр багатофотонностi є головним.

Будемо вважати, що процес розсiювання електрона на ядрi проходить:

а) в областi Бункiна-Федорова, коли параметри багатофотонностi задовольня-

ють умови

𝛼+ ≪ 𝛾1,2, (2.133)

б) в областi iнтерференцiї, коли справедливо

𝛼+ & 𝛾1,2. (2.134)

З погляду наукового iнтересу важливо виявити iнтерференцiйну кiнемати-

чну область, в якiй основним параметром багатофотонностi є iнтерференцiйний

параметр 𝛼+ (2.116) i параметричний iнтерференцiйний ефект проявляється

найбiльш суттєво. З цiєю метою запишемо бiльш строгу нiж (2.134) умову:

𝛾1,2 (𝜙1,2) = 𝜂1,2 (𝜙1,2)
𝑚

𝜔1,2

√︁
(𝑒1,2𝑥𝑔𝑖𝑓)2 + (𝑒1,2𝑦𝑔𝑖𝑓)2 = 0. (2.135)
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8 
 

The  expression  for  the  probability  of  stimulated  emission  and  absorption  (1.40) 
contains the Bessel functions with arguments  1,2γ  (1.28) and α+  (1.30). They are involved as 

the multiphoton parameters for electron scattering on a nucleus in a bichromatic laser pulse.  
Moreover,  the  kinematic  region of electron  scattering, when  the quantum Bunkin‐

Fedorov parameter  1,2γ   is  the main multiphoton  parameter  (Bunkin‐Fedorov  region),  and 

the  interference  region  with  the  relevant  quantum  interference  parameter  α+   can  be 

distinguished  [18]. Note that outside the  interference region  for the  laser  fields within the 
range of optical frequencies  9

01,02 10F ∼  V/cm given parameters have the following orders of 

the  magnitude:  the  quantum  interference  parameter  210α+ ∼   and  the  Bunkin‐Fedorov 

parameter  5
1,2 10γ ∼  (see the comments before the Eq. (1.22) ). 

The  quantum  Bunkin‐Fedorov  parameters  due  to  the  special  scattering  kinematics 
are small in the interference region [5, 18, 20]. In this case, the main multiphoton parameter 
is the quantum interference parameter α+  (1.30) and stimulated emission and absorption of 

photons of both waves occurs  in a correlated manner. Thus,  in the  interference region we 
have: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1,2 1,2 1,2 1,2
1,2

0x if y if
mγ φ η φ

ω
= + =e g e g , (1.42) 

 ( ) ( )1,2 1,2 0x if y if= =e g e g ,   fi
if

i fκ κ
= −

ppg . (1.43) 

Obviously that these conditions may be satisfied only in electron scattering in plane formed 
by the initial electron momentum and the wave vector of the external field (the propagation 
direction of both waves is coincided). In this case, the azimuthal angles of the initial and final 
electron are equal, and the polar angle and energy of the electron are related by following 
condition [18]: 

 i fϕ ϕ= ,   sin sinfi
i f

i f

θ θ
κ κ

=
pp

. (1.44) 

The geometry of scattering of an electron by a nucleus in the field of two laser waves in the 
interference region is shown in Fig. 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2. The geometry of electron scattering in the interference region. 
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Рис. 2.4. Геометрiя процесу розсiювання електрона на ядрi в полi двох
свiтлових хвиль в iнтерференцiйнiй областi.

Легко бачити, що це вiдбувається, коли при розсiюваннi електрона вектор

g𝑖𝑓 (2.115) виявляється спрямованим уздовж хвильового вектора, тобто

(𝑒1,2𝑥𝑔𝑖𝑓) = (𝑒1,2𝑦𝑔𝑖𝑓) = 0. (2.136)

Очевидно, данi умови можуть виконуватися лише при розсiюваннi електрона

в площинi, що утворюється початковим iмпульсом електрона та хвильовим ве-

ктором однiєї з хвиль (напрямки поширення хвиль спiвпадають) (див. рис. 2.4).

При цьому азимутальнi кути початкового та кiнцевого електрона спiвпадають

𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 . (2.137)

Полярнi кути та енергiї електрона в початковому та кiнцевому станах у такому

випадку пов’язанi спiввiдношенням

|p𝑖|
𝜅𝑖

sin 𝜃𝑖 =
|p𝑓 |
𝜅𝑓

sin 𝜃𝑓 . (2.138)

Легко бачити, що в iнтерференцiйнiй областi, коли умова (2.138) викону-

ється точно, вираз для ймовiрностi вимушених процесiв (2.132) суттєво спро-

щується. Для нульових значень аргумента функцiй Бесселя суми по iндексу
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𝑠 та одному iз iндексiв 𝑛1,2 – згортаються. Таким чином, дозволенi процеси

лише з поглинанням або випромiнюванням рiвного числа фотонiв обох хвиль

( 𝑠 = 𝑛1 = 𝑛2 ), тобто вiдбувається кореляцiя мiж випромiнюванням i поглина-

нням фотонiв однiєї хвилi вiдносно другої:

𝑊𝑛+
=

1

2𝜌

∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑛+

(𝛼+ (𝜑)) , 𝑛+ = 𝑛1 = 𝑛2. (2.139)

Звiдси випливає, що в iнтерференцiйнiй областi для циркулярної поляризацiї

обох хвиль процес електрона на ядрi формально виглядає як процес розсiюва-

ння електрона на ядрi в полi однiєї хвилi [49], [139].

2.2.4. Нерелятивiстськi енергiї електрона.

При дослiдженнi процесiв КЕД в зовнiшнiх лазерних полях рiзної конфiгу-

рацiї роздiляють випадки релятивiстських, нерелятивiстських та ультрареляти-

вiстських енергiй частинок, що беруть участь у процесi. Для випадку помiрно

сильного лазерного поля (2.109) процес розсiювання електрона на ядрi має сут-

тєво рiзнi особливостi для рiзних дiапазонiв енергiй електрона. Нагадаємо, що

ранiше в явному виглядi було отримано диференцiальний перерiз процесу в

елемент тiлесного кута розсiяного електрона:

𝑑𝜎 =
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎𝑛1𝑛2
,

𝑑𝜎𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
=
𝑑𝜎

(*)
𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
·𝑊𝑛1𝑛2

, (2.140)

𝑊𝑛1𝑛2
=
∑︁
𝑠

1

2𝜌

∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑠 (𝛼+ (𝜑)) · 𝐽2

𝑛1−𝑠 (𝛾1 (𝜑)) · 𝐽2
𝑛2−𝑠

(︂
𝛾2

(︂
𝜏1
𝜏2
𝜑

)︂)︂
. (2.141)

При цьому має мiсце закон збереження енергiї в рамках наближення (2.128).

Оцiнимо енергетичний внесок фотонiв першої та другої хвилi, що може бу-

ти випромiнено чи поглинуто електроном в процесi розсiювання. З властивостей

функцiй Бесселя для релятивiстських енергiй електрона (𝐸𝑖 & 𝑚 ) та областi
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помiрно сильних полiв (2.109) отримаємо

|𝑛1,2|𝜔1,2/𝐸𝑖 .𝛾1,2𝜔1,2/𝐸𝑖 ∼ 𝜂01,2𝑣𝑖 ≪ 1. (2.142)

Таким чином, у релятивiстському випадку енергетичним внеском фотонiв

зовнiшнього поля (𝑛1𝜔1+𝑛2𝜔2 ) в законi збереження енергiї можемо знехтувати.

У вiдповiдностi до цього, вирази (2.140)-(2.141) суттєво спрощуються. Диферен-

цiальний перерiз 𝑑𝜎(*)𝑛1𝑛2 переходить у перерiз розсiювання електрона на ядрi за

вiдсутностi зовнiшнього поля (перерiз Мотта) 𝑑𝜎
(*)
𝑛1𝑛2 ⇒ 𝑑𝜎Mott , а аргументи

функцiй Бесселя в функцiї (2.141) не залежать вiд показникiв пiдсумовування.

Таким чином, для релятивiстських енергiй електронiв парцiальний перерiз роз-

сiювання електрона на ядрi в iмпульсному свiтловому полi факторизується та

має вид добутку перерiзу розсiювання електрона на ядрi без зовнiшнього поля

та ймовiрностi випромiнювання (поглинання) певного числа фотонiв першої та

другої хвиль. Процеси розсiювання та вимушеного випромiнювання чи погли-

нання проходять незалежно. У цьому випадку легко провести пiдсумовування

у виразi (2.140) по всiх парцiальних процесах випромiнювання та поглинання.

В результатi одержимо

𝑑𝜎 =
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎𝑛1𝑛2
=
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎(*)𝑛1𝑛2
·𝑊𝑛1𝑛2

= 𝑑𝜎Mott

∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑊𝑛1𝑛2
= 𝑑𝜎Mott. (2.143)

Таким чином, для релятивiстських енергiй електронiв в областi помiрно

сильних полiв пiсля пiдсумовування парцiальних перерiзiв по всiх процесах ви-

мушеного випромiнювання та поглинання фотонiв хвиль всi квантовi внески

компенсуються i диференцiальний перерiз (2.143) спiвпадає зi звичайним дифе-

ренцiальним перерiзом розсiювання електрона на ядрi.

Нагадаємо, що в областi помiрно сильних полiв (2.109) класичний параметр

𝜂0 є характерною швидкiстю коливань електрона в полi свiтлової хвилi. Розгля-

немо випадок нерелятивiстських енергiй, коли характерна швидкiсть коливань

електрона в лазерному полi одного порядку за величиною з його поступальною
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швидкiстю

𝑣𝑖 ∼ 𝜂01,2 ≪ 1. (2.144)

Закон збереження енергiї набуває вигляду

𝑚𝑣2𝑓
2

− 𝑚𝑣2𝑖
2

+ 𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2 ∼ 𝜔1,2 ·
1

𝜔1,2𝜏1,2
≪ 1. (2.145)

У такому випадку, як показує оцiнка

|𝑛1,2| . 𝛾1,2 = 𝜂01,2
𝑚𝑣𝑖
𝜔1,2

⇒ |𝑛1,2|𝜔1,2 . 𝑚𝑣2𝑖 , (2.146)

енергетичним внеском фотонiв зовнiшнього поля (𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2 ) в законi збере-

ження енергiї (2.145) не можна знехтувати.

Аргументи функцiй Бесселя у виразi (2.141) для ймовiрностi 𝑊𝑛1𝑛2
виму-

шених процесiв у випадку нерелятивiстських енергiй набувають вигляду

𝛾𝑗 (𝜑) = 𝜂𝑗 (𝜑)
𝑚𝑣𝑖
𝜔𝑗

√︁
𝑎2𝑓 + 𝑎2𝑖 − 2𝑎𝑖𝑎𝑓 cos (𝜙𝑓 − 𝜙𝑖), (2.147)

𝛼+ (𝜑) = 𝜂1 (𝜑) 𝜂2 (𝜑)
𝑚𝑣𝑖

𝜔1 + 𝜔2
· 𝜌𝑛 cos 𝜃𝑓 − cos 𝜃𝑖

1 − 𝑣𝑖 (𝜌𝑛 cos 𝜃𝑓 + cos 𝜃𝑖)
, (2.148)

𝑎𝑓 =
𝜌𝑛 sin 𝜃𝑓

1 − 𝑣𝑖𝜌𝑛 cos 𝜃𝑓
, 𝑎𝑖 =

sin 𝜃𝑖
1 − 𝑣𝑖 cos 𝜃𝑖

, (2.149)

𝜌𝑛 =
𝑣𝑓
𝑣𝑖

=

√︃
1 − 2 (𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2)

𝑚𝑣2𝑖
. (2.150)

Умова iнтерференцiї у випадку нерелятивiстських енергiй електрона пере-

творюється наступним чином

𝛾1,2 = 0 ⇒ 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ; 𝑎𝑖 = 𝑎𝑓 ;
𝜌𝑛 sin 𝜃𝑓

1 − 𝑣𝑖𝜌𝑛 cos 𝜃𝑓
=

sin 𝜃𝑖
1 − 𝑣𝑖 cos 𝜃𝑖

. (2.151)
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Умова iнтерференцiї задовольняється, коли електрон розсiюється на ядрi

в полi двох свiтлових хвиль з кутом у кiнцевому станi 𝜃inf :

tan
𝜃inf
2

=
𝜌𝑛 (1 − 𝑣𝑖 cos 𝜃𝑖) ±

√︁
𝜌2𝑛 (1 − 𝑣𝑖 cos 𝜃𝑖)

2 − (1 − 𝜌2𝑛𝑣
2
𝑖 ) sin2 𝜃𝑖

(1 + 𝜌𝑛𝑣𝑖) sin 𝜃𝑖
. (2.152)

Важливо пiдкреслити, що на вiдмiну вiд випадку релятивiстських енергiй,

для дослiджуваного дiапазону нерелятивiстських енергiй значення iнтерферен-

цiйного кута вильоту залежить вiд кiлькостi фотонiв першої та другої хвилi, що

вимушено поглинаються чи випромiнюються в процесi розсiювання. Як видно iз

закону збереження енергiї (2.145), кожному куту вильоту електрона вiдповiдає

спектр значень для енергiї електрона в кiнцевому станi, оскiльки вона залежить

вiд чисел фотонiв 𝑛1,2 . Отже, в рамках спiввiдношення (2.152) встановлюється

вiдповiднiсть мiж кутом вильоту й енергiєю електрона в кiнцевому станi.

Як уже зазначалося, при урахуваннi iмпульсного характеру зовнiшнього

поля для процесу розсiювання електрона має мiсце лише наближений закон

збереження енергiї (2.145). Враховуючи цей факт, а також зв’язок мiж енергi-

єю кiнцевого електрона i кутом вильоту в iнтерференцiйнiй областi, парцiальнi

диференцiальнi перерiзи ВГВП мають розширення поблизу iнтерференцiйно-

го кута вильоту електрона. Вiдзначимо, що в рамках моделi монохроматичної

хвилi дане розширення не має мiсця.

Розглянемо розподiл парцiальних процесiв по кутах розсiювання електро-

на в iнтерференцiйнiй областi. Звернемося до парцiального диференцiального

перерiзу розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль у виглядi

(2.126), у якому не проведено iнтегрування по енергiї кiнцевого електрона. В

iнтерференцiйнiй областi перерiз спрощується до вигляду

𝑑𝜎𝑣𝑖≪1
𝑛+

𝑑Ω𝑓
=
𝑑𝜎

(*)𝑣𝑖≪1
𝑛+

𝑑Ω𝑓
· 𝜔1𝜏1

2𝜋𝜌

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 · 𝐽𝑛+
(𝛼+ (𝜑)) exp

{︁
𝑖𝜑
𝜔1𝜏1

2
𝜍
}︁⃒⃒⃒⃒2

𝑑𝜍, (2.153)

𝜍 =
𝑞0
𝜔1

=
1

𝜔1
(𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝑛+ (𝜔1 + 𝜔2)) , 𝑛+ = 𝑛1 = 𝑛2. (2.154)
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Легко отримати зв’язок мiж енергiєю й кутом вильоту електрона:

𝜍 = 𝑞inf (𝜃𝑓 − 𝜃inf) , (2.155)

𝑞inf =
𝑚𝑣2𝑖
𝜔1

𝜌2𝑛+

1 − 𝑎𝑖𝑣𝑖 tan 𝜃inf
tan 𝜃inf + 𝑎𝑖𝑣𝑖

. (2.156)

Таким чином, парцiальний диференцiальний перерiз розсiювання електрона на

ядрi на заданi кути i з даною енергiєю (2.153) в полi двох iмпульсних лазерних

хвиль в умовах iнтерференцiї набуває вигляду

𝑑𝜎𝑣𝑖≪1
𝑛+

𝑑Ω𝑓
=
𝑑𝜎

(*)𝑣𝑖≪1
𝑛+

𝑑Ω𝑓
·𝐾𝑛+

𝑑𝜍, (2.157)

𝐾𝑛+
=
𝜔1𝜏1
2𝜋𝜌

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 · 𝐽𝑛+
(𝛼+ (𝜑)) cos

{︁
𝜑
𝜔1𝜏1

2
𝑞inf (𝜃𝑓 − 𝜃inf)

}︁⃒⃒⃒⃒2
. (2.158)

Функцiя 𝐾𝑛+
у видi (2.158) описує розширення парцiального диференцiального

перерiзу поблизу iнтерференцiйного кута вильоту.

Виберемо огинаючi функцiї 4-потенцiалу (2.84) поля двох iмпульсних ла-

зерних хвиль у виглядi функцiй Гауса таким чином:

𝑔1 (𝜑) = 𝑔2 (𝜑) = exp
{︀
−𝜑2

}︀
, 𝜏1 = 𝜏2. (2.159)

На рисунку 2.5 а)-б) представленi розподiли парцiальних перерiзiв розсiю-

вання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль циркулярної

поляризацiї по полярному куту вильоту електрона в iнтерференцiйнiй областi

для рiзних значень числа фотонiв 𝑛+ . Розподiли на малюнках а) i б) представ-

ленi для рiзних iнтенсивностей зовнiшнього поля: а) 𝐼01 = 2.85 · 1015 Вт/см 2 ,

𝐼02 = 6.80 · 1015 Вт/см 2 , (𝜂01,02 = 0.02 ); б) 𝐼01 = 1.78 · 1016 Вт/см 2 , 𝐼02 =

4.25 · 1016 Вт/см 2 , (𝜂01,02 = 0.05 ). Як видно з рисункiв 2.5 а)-б), кожному

парцiальному процесу в iнтерференцiйнiй областi вiдповiдає видiлений напрям

розсiювання з деяким розширенням. Розширення обумовлене iмпульсним хара-
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Рис. 2.5. Розподiл парцiальних перерiзiв розсiювання електрона
(𝐸𝑖 = 0.51 МеВ (𝑣𝑖 = 0.1 ), 𝜃𝑖 = 162∘ , 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ) на ядрi в полi двох

iмпульсних лазерних хвиль (𝜔1 = 2.1 еВ, 𝜔2 = 3 еВ, 𝜌 =
√

2 ) по полярному
куту вильоту електрона в iнтерференцiйнiй областi:

а) 𝐼01 = 2.85 · 1015 Вт/см 2 , 𝐼02 = 6.80 · 1015 Вт/см 2 (𝜂01,02 = 0.02 );
б) 𝐼01 = 1.78 · 1016 Вт/см 2 , 𝐼02 = 4.25 · 1016 Вт/см 2 (𝜂01,02 = 0.05 ).
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ктером зовнiшнього поля. Таким чином, парцiальнi процеси в iнтерференцiйнiй

областi можуть бути кiнематично роздiленi, а їх перерiзи – експериментально

вимiрянi. Вiдзначимо, що вiдносно високий центральний пiк у розподiлi вiдпо-

вiдає значенню 𝑛+ = 0 , коли процес розсiювання протiкає без обмiну енергiєю

iз зовнiшнiм лазерним полем. Ефект перерозподiлу ймовiрностей у бiк менших

значень ранiше вже обговорювався в кандидатськiй роботi здобувача (див. та-

кож [169]). Зауважимо, що у випадку iмпульсного зовнiшнього поля найбiльш

вiрогiднi процеси, коли число фотонiв 𝑛+ ∼ 1 , на вiдмiну вiд випадку моно-

хроматичного поля, коли основна область для числа фотонiв 𝑛+ . 𝛼+ . Осци-

ляторний характер розширення парцiальних перерiзiв обумовлений залежнiстю

аргументу функцiї Бесселя 𝛼+ (2.148) вiд огинаючої функцiї 4-потенцiалу поля

двохмодового iмпульсного лазера.

На рисунках 2.5 а)-б)представлена лише центральна частина розподiлу

парцiальних перерiзiв по кутах кiнцевого електрона. Оцiнимо по величинi всю

область кутiв розсiювання електрона в iнтерференцiйнiй областi для парцiаль-

них процесiв, якi дають основний внесок. Iз виразiв (2.148), (2.152), (2.154) отри-

маємо:

∆𝜃𝑓 ∼ ∆𝐸𝑓

𝑚𝑣2𝑖
∼ 𝑛+𝜔1

𝑚𝑣2𝑖
∼ 𝛼+𝜔1

𝑚𝑣2𝑖
∼ 𝜂01𝜂02

𝑣𝑖
. (2.160)

Так, для параметрiв процесу розсiювання на рисунку 2.5 а) характерна область

кутiв розсiювання в iнтерференцiйнiй областi ∆𝜃𝑓 ∼ 1∘ , а для енергiї ∆𝐸𝑓 ∼
𝛼+𝜔1 ∼ 10 еВ. Цi конкретнi значення можуть бути експериментально вимiрянi,

наприклад, в рамках мiжнародного проекту FAIR.

Розглянемо розподiл парцiальних перерiзiв по куту вильоту при виходi iз

iнтерференцiйної областi, тобто при зростаннi параметрiв 𝛾1,2 . Для цього ско-

ристаємося загальним виразом для парцiальної ймовiрностi процесу в iнтерфе-

ренцiйнiй областi (2.132). Вiдношення парцiального диференцiального перерiзу

розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль до перерiзу розсiю-
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вання електрона на ядрi без зовнiшнього поля в цьому випадку набуває вигляду

𝑑𝜎𝑣𝑖≪1
𝑛+

𝑑𝜎Mott
=

1

2𝜌

∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑛+

(𝛼+ (𝜑)) · 𝐽2
0 (𝛾1 (𝜑)) · 𝐽2

0 (𝛾2 (𝜑)) . (2.161)

Вiдзначимо, що розширення перерiзу по куту вильоту, яке визначається

виразом (2.161), має iншу природу, нiж описане ранiше розширення завдяки

врахуванню iмпульсного характеру зовнiшнього поля. Воно має мiсце також i

у випадку поля двох монохроматичних хвиль.

На рис. 2.6 представлена парцiальна ймовiрнiсть розсiювання електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль як функцiї кута вильоту електро-

на з урахуванням розширення в iнтерференцiйнiй областi. Як видно з рис. 2.6,

величина розширення по куту вильоту електрона визначається кiлькiстю по-

глинених фотонiв першої та другої хвилi. Для рiзних значень числа фотонiв

𝑛+ пiки перекриваються. Отже, фiксованому куту вильоту вiдповiдають вкла-

ди декiлькох парцiальних процесiв. Характер розподiлу ймовiрностi (2.161) по

куту вильоту показує, що iнтерференцiйна кiнематика для процесу розсiюва-

ння електрона на ядрi визначається неперервною областю кутiв розсiювання

з шириною (2.160). Таким чином, при виходi з iнтерференцiйної областi зале-

жнiсть мiж енергiєю й кутом вильоту електрона зникає, що вiдображено на

рисунку 2.6.

Порiвняємо парцiальнi перерiзи розсiювання електрона на ядрi в полi двох

iмпульсних хвиль в iнтерференцiйнiй областi i областi Бункiна-Федорова. Пе-

рерiз розсiювання в iнтерференцiйнiй областi в одиницях перерiзу процесу за

вiдсутностi поля визначається парцiальною ймовiрнiстю вимушених процесiв з

корельованим випромiнюванням i поглинанням фотонiв обох хвиль, 𝑛1 = 𝑛+ ,

𝑛2 = 𝑛+ . У всiй областi кутiв розсiювання, включаючи область Бункiна-

Федорова, вiдношення перерiзiв для того ж парцiального процесу набуває ви-

гляду

𝑑𝜎𝑣𝑖≪1
𝑛+

𝑑𝜎Mott
= 𝑊𝑛+

=
1

2𝜌

∑︁
𝑠

∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑·𝐽2
𝑠 (𝛼+ (𝜑))·𝐽2

𝑛+−𝑠 (𝛾1 (𝜑))·𝐽2
𝑛+−𝑠 (𝛾2 (𝜑)) . (2.162)
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Рис. 2.6. Парцiальна ймовiрнiсть розсiювання електрона з кiнетичною
енергiєю 𝐸kin

𝑖 = 2.55 кеВ (𝑣𝑖 = 0.1 , 𝜃𝑖 = 162∘ , 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ) на ядрi в полi двох
iмпульсних лазерних хвиль ( 𝐼01 = 2.85 · 1015 Вт/см 2 , 𝐼02 = 6.80 · 1015 Вт/см 2

(𝜂01,02 = 0.02 ), 𝜔1 = 2.1 еВ, 𝜔2 = 3 еВ, 𝜌 =
√

2 ) як функцiя полярного кута
вильоту електрона. Суцiльна крива вiдповiдає парцiальному процесу з
𝑛+ = −10 , пунктирна – 𝑛+ = −5 , штрих-пунктирна – 𝑛+ = −3 .

На рисунку 2.7 представлена парцiальна ймовiрнiсть вимушеного поглина-

ння п’яти фотонiв з першої i другої хвилi (𝑛+ = −5 ) (2.162) (суцiльна крива).

Iнтерференцiйнiй областi вiдповiдає пунктирна крива (2.161). Як видно з ри-

сунка 2.7, парцiальна ймовiрнiсть в iнтерференцiйнiй областi на п’ять порядкiв

величини може перевищувати вiдповiдну ймовiрнiсть в iншiй геометрiї розсi-

ювання. Рiзниця по порядку величини для парцiальної ймовiрностi в рiзних

кiнематичних областях може бути виявлена експериментально.

2.2.5. Енергетичнi спектри електрона.

Поставимо задачу вивчити розподiл диференцiального перерiзу розсiюван-

ня електрона на ядрi в полi двох лазерних хвиль вiд енергiї кiнцевого електрона

при фiксованiй геометрiї процесу розсiювання.

Парцiальний диференцiальний перерiз розсiювання електрона на ядрi в

полi двох спiвнаправлених лазерних хвиль у випадку нерелятивiстських енер-
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Рис. 2.7. Парцiальна ймовiрнiсть для вимушеного процесу поглинання
𝑛+ = −5 при розсiюваннi електрона з кiнетичною енергiєю 𝐸kin

𝑖 = 2.55 кеВ
(𝑣𝑖 = 0.1 , 𝜃𝑖 = 162∘ , 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ) на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль

(𝜔1 = 2.1 еВ, 𝜔2 = 3 еВ, 𝜌 =
√

2 , 𝐼01 = 7.1 · 1016 Вт/см 2 ,
𝐼02 = 1.7 · 1017 Вт/см 2 (𝜂01,02 = 0.1 )) як функцiя полярного кута вильоту

електрона. Пунктирна крива вiдповiдає iнтерференцiйнiй областi.

гiй поза рамками дипольного наближення для циркулярної поляризацiї хвиль

набуває вигляду

𝑑𝜎𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
=
𝑑𝜎

(*)𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
·𝑊𝑛1𝑛2

, (2.163)

𝑑𝜎
(*)𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2

𝑑Ω𝑓
=

2𝑍2𝑟2𝑒𝜌𝑛
(︀
2 + 𝑣2𝑖

(︀
1 −

(︀
1 − 𝜌2𝑛

)︀
/2 + 𝜌𝑛 cos 𝜃

)︀)︀
[1 + 𝜌2𝑛 − 2𝜌𝑛 cos 𝜃 + 𝑣𝑖 (1 − 𝜌2𝑛) (𝜌𝑛 cos 𝜃𝑓 − cos 𝜃𝑖)]

2 , (2.164)

де 𝜃 – кут розсiювання електрона, 𝑟𝑒 – класичний радiус електрона. Для зна-

чення параметра, 𝜌𝑛 = 1 (𝑛1 = 𝑛2 = 0) , диференцiальний перерiз (2.164), як

i слiд було чекати, переходить в перерiз розсiювання нерелятивiстського еле-

ктрона на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля (перерiз Мотта) [70]:

𝑑𝜎
(*)𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2 (𝜌𝑛 = 1)

𝑑Ω𝑓
=
𝑑𝜎Mott

𝑑Ω𝑓
=
𝑍2𝑟2𝑒

(︀
2 + 𝑣2𝑖 (1 + cos 𝜃)

)︀
8 sin4 (𝜃/2)

, (2.165)
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Формули (2.164)-(2.165) справедливi для всiєї кiнематичної областi розсiювання

електронiв нерелятивiстських енергiй.

Розглянемо вiдношення диференцiального перерiзу розсiювання електрона

на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль для помiрно сильних полiв i перерiзу за

вiдсутностi зовнiшнього поля:

𝑅 =

∑︀
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2

𝑑𝜎Mott
=
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎
(*)𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2

𝑑𝜎Mott
·𝑊𝑛1𝑛2

. (2.166)

Оскiльки значення iндексу 𝑛2 велике (𝑛2.𝛾02 ∼ 𝑚𝑣2𝑖 /𝜔2 ≫ 1 ), перейде-

мо вiд дискретного розподiлу по 𝑛2 до неперервного розподiлу по кiнетичнiй

енергiї кiнцевого електрона 𝐸kin
𝑓 . Вiдзначимо, що при розглядi розподiлу ди-

ференцiального перерiзу по енергiї параметр 𝜌𝑛 буде фiксований при заданiй

геометрiї процесу. Враховуючи зв’язок

𝑑𝐸kin
𝑓 = 𝜔2𝑑𝑛2, (2.167)

перейдемо у виразi (2.166) до iнтеграла по 𝐸kin
𝑓 :

𝑅 =

∫︁ +∞

0

𝑑𝐸kin
𝑓 ·𝑅𝐸

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
, (2.168)

𝑅𝐸

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
=
𝑑𝜎

(*)𝑣𝑖≪1
𝑛1𝑛2

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
𝜔2𝑑𝜎Mott

·𝑊𝑛1𝑛2

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
, (2.169)

𝑊𝑛1𝑛2

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
=
∑︁
𝑛1,𝑠

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑠

(︀
𝛼+

(︀
𝜑,𝐸kin

𝑓

)︀)︀
×

×𝐽2
𝑛1−𝑠

(︀
𝛾1
(︀
𝜑,𝐸kin

𝑓

)︀)︀
𝐽2
𝑛2−𝑠

(︀
𝛾2
(︀
𝜑,𝐸kin

𝑓

)︀)︀
, (2.170)

𝑛2 =

[︃
−𝑛1

𝜔1

𝜔2
+

(︃
1 −

𝐸kin
𝑓

𝐸kin
𝑖

)︃
𝑚𝑣2𝑖
2𝜔2

]︃
. (2.171)

Функцiя 𝑅𝐸

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
(2.169) визначає розподiл диференцiального перерiзу по
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енергiї кiнцевого електрона для процесу розсiювання електрона на ядрi в полi

двох iмпульсних хвиль. Необхiдно провести iнтегрування i пiдсумовування у

виразi (2.170). При пiдсумовуваннi слiд врахувати, що iндекс 𝑛2 замiнюється

на цiле значення згiдно з спiввiдношенням (2.171).

На рис. 2.8 а)-b) та рис. 2.9 а)-b) представленi розподiли по енергiї кiнце-

вого електрона для диференцiального перерiзу розсiювання електрона на ядрi

в полi двох iмпульсних лазерних хвиль (2.169)-(2.171) при фiксованих кутах

вльоту-вильоту для випадкiв iмпульсної хвилi i монохроматичної хвилi. Поча-

ткова енергiя вiдповiдає швидкостi електрона 𝑣𝑖 = 0.1 . Розглядається розсiю-

вання в площинi, яка утворена хвильовим вектором лазерного поля й iмпульсом

початкового електрона 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 , що вiдповiдає iнтерференцiйнiй областi. Поча-

тковий полярний кут електрона вибраний вiдповiдно до геометрiї експериментiв

SLAC [3, 4]. Iнтенсивнiстю кожної з хвиль складає 𝐼01 = 7.1 · 1016 Вт/см 2 та

𝐼02 = 1.7 · 1017 Вт/см 2 , що вiдповiдає значенням параметрiв 𝜂01,02 = 0.1 . У

цьому випадку характерна швидкiсть осциляцiй електрона в полi двох хвиль

одного порядку за величиною зi швидкiстю поступального руху електрона.

Вiдмiннiсть у графiках на рис. 2.8 а)-b) та рис. 2.9 а)-b) у значеннi пара-

метра 𝜌 , який є вiдношенням часу мiж пiками сусiднiх iмпульсiв i характерної

тривалостi одиничного лазерного iмпульсу для кожної з хвиль i визначає iнтер-

вал усереднення в виразi (2.170). З рис. 2.8 а) та рис. 2.9 а) видно, що розподiл

по енергiї кiнцевого електрона для розсiювання електрона на ядрi в полi двох

iмпульсних лазерних хвиль при фiксованих кутах вльоту-вильоту для випадкiв

iмпульсної хвилi якiсно вiдрiзняється вiд випадку монохроматичної хвилi.

На рис. 2.8 а) та рис. 2.9 а) для випадку iмпульсних свiтлових хвиль значе-

ння розподiлу 𝑅𝐸

(︀
𝐸kin

𝑓

)︀
обрiзанi зверху поблизу значень 𝐸kin

𝑓 = 𝐸kin
𝑖 з метою

кращого вiзуального представлення отриманих результатiв. Значення в центрi

розподiлу, коли 𝐸kin
𝑓 = 𝐸kin

𝑖 , для рис. 2.8 а) (𝜌 =
√

2 ) є 𝑅𝐸

(︀
𝐸kin

𝑖

)︀
≈ 11 , а

для рис. 2.9 а) (𝜌 = 3 ) – 𝑅𝐸

(︀
𝐸kin

𝑖

)︀
≈ 310 . Наявнiсть таких високих пiкiв у

випадку iмпульсного поля легко пояснити. Значення кiнцевої енергiї поблизу

точки 𝐸kin
𝑓 = 𝐸kin

𝑖 вiдповiдають парцiальним процесам розсiювання електрона
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Рис. 2.8. Розподiл диференцiального перерiзу вiд енергiї кiнцевого
електрона (2.169) для розсiювання електрона з кiнетичною енергiєю

𝐸kin
𝑖 = 2.55 кеВ ( 𝜃𝑖 = 163∘ , 𝜃 = 178∘ , 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ) на ядрi в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль ( 𝐼01 = 7.1 · 1016 Вт/см 2 , 𝐼02 = 1.7 · 1017 Вт/см 2 (𝜂01,02 = 0.1 ),
𝜔1 = 2.1 еВ, 𝜔2 = 3 еВ, 𝜌 =

√
2 ). Рис. b) вiдповiдає розподiлу в

iнтерференцiйнiй областi. Суцiльна крива вiдповiдає випадку двох iмпульсних
хвиль, пунктирна – двох монохроматичних хвиль.
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Рис. 2.9. Розподiл диференцiального перерiзу по енергiї кiнцевого
електрона (2.169) для розсiювання електрона з кiнетичною енергiєю

𝐸kin
𝑖 = 2.55 кеВ ( 𝜃𝑖 = 163∘ , 𝜃 = 178∘ , 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ) на ядрi в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль ( 𝐼01 = 7.1 · 1016 Вт/см 2 , 𝐼02 = 1.7 · 1017 Вт/см 2 (𝜂01,02 = 0.1 ),
𝜔1 = 2.1 еВ, 𝜔2 = 3 еВ, 𝜌 = 3 ). Рис. b) вiдповiдає розподiлу в

iнтерференцiйнiй областi. Суцiльна крива вiдповiдає випадку двох iмпульсних
хвиль, пунктирна – двох монохроматичних хвиль.
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на ядрi без поглинання i випромiнювання фотонiв першої i другої хвилi, або

ж вимушеному поглинанню i випромiнюванню їх малої кiлькостi. Пригнiчення

багатофотонних процесiв iз значеннями 𝑛1,2 ∼ 𝛾01,02 в порiвняннi з процеса-

ми iз 𝑛1,2 ∼ 1 є характерним для моделi iмпульсної лазерної хвилi. Ефект

перерозподiлу ймовiрностi в бiк менших значень у випадку iмпульсної хвилi

ранiше вже обговорювався, наприклад, в роботi [169]. Цим також можна по-

яснити й рiзницю у висотi пiкiв для випадкiв 𝜌 =
√

2 та 𝜌 = 3 . Для великих

значень iнтервалу усереднення зростає роль парцiального процесу розсiювання

без поглинання i випромiнювання фотонiв зовнiшнього поля. При прямуваннi

𝜌→ ∞ , розподiл по енергiї кiнцевого електрона для розсiювання електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль вироджується в дельта-функцiю

Дiрака, що вiдповiдає вiдсутностi зовнiшнього лазерного поля.

Диференцiальний перерiз розсiювання електрона на ядрi в полi двох iм-

пульсних лазерних хвиль, пiдсумований по всiх парцiальних процесах, (2.166)

легко отримати, обчислюючи площу пiд кривою для розподiлiв на рис. 2.8 а) –

рис. 2.9 а). Так: для випадку монохроматичних хвиль – 𝑅 ≈ 1.10 ; для випад-

ку iмпульсних хвиль – 𝑅 ≈ 1.06 . Отже, диференцiальний перерiз розсiювання

електрона на ядрi в полi двох хвиль незначно перевищує вiдповiдний перерiз за

вiдсутностi зовнiшнього поля.

Тепер бiльш детально розглянемо розподiл по енергiї кiнцевого електрона

в iнтерференцiйнiй областi (рис. 2.8 b) та рис. 2.9 b)). Особливiстю розподiлу по

енергiї кiнцевого електрона для розсiювання електрона на ядрi в полi двох iм-

пульсних лазерних хвиль якiсний рiзний характер розподiлу для областi, де про-

являється параметричний iнтерференцiйний ефект, i областi Бункiна-Федорова.

Так, в iнтерференцiйнiй областi для значень, що вiдповiдає умовi (2.152), роз-

подiл по енергiї кiнцевого електрона мiстить швидкi осциляцiї. Це вказує на те,

що вимушене випромiнювання i поглинання електроном при розсiяннi на ядрi в

iнтерференцiйнiй областi має корельований характер. Як видно з рис. 2.8 b) та

рис. 2.9 b), спостерiгається також i кiлькiсна рiзниця в розподiлi по енергiї для

iнтерференцiйної кiнематичної областi i областi Бункiна-Федорова. Так, для ви-
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браного кута розсiювання на окремих значеннях енергiї електрона в кiнцевому

станi перерiз розсiювання в iнтерференцiйнiй областi в два рази для випадку iм-

пульсного поля (у два з половиною рази для випадку монохроматичного поля)

перевищує перерiз в областi Бункiна-Федорова.

Важливо вiдзначити, що кiлькiсна рiзниця, обумовлена параметричним iн-

терференцiйним ефектом, може бути перевiрена експериментально при вимiрю-

ваннi енергетичного спектру кiнцевих електронiв i фiксованої геометрiї процесу

розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль.

Як видно з рисункiв рис. 2.8 та рис. 2.9, кiлькiсна рiзниця в енергетичних

спектрах електронiв суттєво залежить вiд положення iнтерференцiйної областi,

тобто вiд кута розсiювання електрона. Проведемо порiвняльний аналiз енерге-

тичних спектрiв електронiв, що розсiюються на ядрi в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль для iнтерференцiйної кiнематики та геометрiї процесу, в якiй

параметричний ефект iнтерференцiї практично не проявляється (рис. 2.10(а)

(б)). Початкова енергiя вiдповiдає значенню швидкостi електрона 𝑣𝑖=0.15 . Роз-

сiювання електронiв на ядрi розглядається в площинi, утвореної хвильовими

векторами поля лазерних хвиль i початковим iмпульсом електрона, 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 .

Полярнi кути розсiювання електрона вибранi так, щоб iнтерференцiйна область

знаходилась в центральнiй частинi спектру.

Особливiстю спектрiв енергiї електронiв є якiсно iнший характер розподiлу

для рiзних геометрiй процесу розсiювання. Так, розподiл диференцiального пе-

рерiзу по кiнцевiй енергiї електронiв мiстить швидкi осциляцiї для кута вильоту

𝜃𝑓 = 12.7∘ на рисунку 2.10(a) (суцiльна лiнiя) i для кута вильоту 𝜃𝑓 = 12.6072∘

на рисунку 2.10(b) (суцiльна лiнiя), якi вiдповiдають в iнтерференцiйнiй обла-

стi. Це вказує на те, що вимушене випромiнювання i поглинання фотонiв лазер-

ного поля в областi iнтерференцiї вiдбуваються корельованих чином. При фi-

ксованому куту розсiювання параметричний iнтерференцiйний ефект найбiльш

суттєво проявляється в частинi енергетичного спектра для значень параметра

𝜀inf12 ≡
𝐸kin

𝑓

𝐸kin
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝛾1,2=0

,
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Рис. 2.10. Розподiл диференцiального перерiзу вiд енергiї електрона (2.169)
для розсiювання електрона з кiнетичною енергiєю 𝐸kin

𝑖 = 5.74 кеВ (𝑣𝑖=0.15 ,
𝜃𝑖 = 163∘ , 𝜃 = 178∘ , 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 ) на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль
( 𝐼01 = 7.1 · 1016 Вт/см 2 , 𝐼02 = 1.7 · 1017 Вт/см 2 (𝜂01,02 = 0.1 ), 𝜔1 = 2.1 еВ,
𝜔2 = 3 еВ, 𝜌 = 2 ). Суцiльнi лiнiї вiдповiдають iнтерференцiйнiй областi: a)

𝜃𝑓 = 12.7∘ , 𝜀inf12 = 0.988 ; b) 𝜃𝑓 = 12.6072∘ , 𝜀inf12 = 1 . Пунктирнi лiнiї
вiдповiдають областi Бункiна-Федорова: a) 𝜃𝑓 = 19∘ ; b) 𝜃𝑓 = 162.65∘ .



127

що вiдповiдає умовi iнтерференцiї (2.151). Розподiл кiнцевої енергiї електронiв

в областi Бункiна-Федорова (пунктирнi лiнiї) описуються гладкими кривими.

Як показано на рисунках 2.10(а)-(б), при значеннях кiнцевої енергiї еле-

ктрона 𝐸kin
𝑓 = 𝐸kin

𝑖 в розподiлi спостерiгаються пiки. Це вiдповiдає випадку,

коли парцiальнi процеси протiкають з поглинанням i випромiнюванням неве-

ликого числа (включаючи 0) фотонiв зовнiшнього поля. Слiд зазначити, що

для випадку двох монохроматичних хвиль такий пiк в розподiлi по енергiї

вiдсутнiй, оскiльки парцiальнi процеси з великими значеннями числа фотонiв,

𝑛1,2 ∼ 𝛾01,02 , також дають iстотний внесок для моделi монохроматичного поля

(див. рис. 2.8a) та 2.9a)). Проте пiсля пiдсумовування по вимушеним проце-

сам перерiз розсiювання в iмпульсному полi того ж порядку за величиною, що

i перерiз в монохроматичному полi [139]. На рис. 2.10(b) (суцiльна лiнiя) кут

вильоту електрона вибирається для значення параметра 𝜀inf12 =1 . Частина енер-

гетичного спектра в iнтерференцiйнiй областi майже симетрична. На вiдмiну

вiд цього для випадку на рис. 2.10(а), частина енергетичного спектра в iнтер-

ференцiйнiй областi має складну коливальну форму. Це обумовлено домiнува-

нням парцiальних процесiв з малими значеннями чисел фотонiв, 𝑛1,2 ∼ 1 , як в

iнтерференцiйнiй областi, так i поблизу точки 𝐸kin
𝑓 = 𝐸kin

𝑖 . Рiзнi форми енер-

гетичних спектрiв в областi Бункiна-Федорова зумовленi рiзними значеннями

кутiв вильоту електронiв: a) 𝜃𝑓 = 19∘ ; b) 𝜃𝑓 = 162.65∘ .

З погляду експериментальної перевiрки отриманих результатiв представ-

ляє iнтерес сумарний внесок парцiальних процесiв e межах кiнцевого iнтервалу

енергiй (площа пiд суцiльними i пунктирними лiнiями на на рис. 2.10(а)-(b)).

Виконавши розрахунки, отримаємо вклади в iнтерференцiйнiй областi 𝑅IR та

в областi Бункiна-Федорова 𝑅BF :

𝑎) 𝑅IR(0.975 ≤ 𝜀12 ≤ 1.025) ≈ 0.558,

𝑅BF(0.975 ≤ 𝜀12 ≤ 1.025) ≈ 0.449;

𝑏) 𝑅IR(0.98 ≤ 𝜀12 ≤ 1.02) ≈ 0.600,

𝑅BF(0.98 ≤ 𝜀12 ≤ 1.02) ≈ 0.858.
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Таким чином, сумарний внесок основної частини енергетичного спектра еле-

ктрона має той же порядок величини для iнтерференцiйної областi та обла-

стi Бункiна-Федорова. При цьому поперечний перерiз розсiювання проiнтегро-

ваний по енергiї електрона в областi Бункiна-Федорова може бути меншим

(рис. 2.10(a), 𝜃𝑓 = 19∘ , 𝜃 = 144∘ ) або бiльшим (рис. 2.10(b), 𝜃𝑓 = 162.65∘ ,

𝜃 = 0.35∘ ) нiж вiдповiдний перерiз в iнтерференцiйнiй областi. Як видно з

рис. 2.10(a), максимальна рiзниця в розподiлах вiдповiдає значенню енергiї

𝐸kin
𝑓 = 𝐸kin

𝑖 i становить 𝑅IR,𝐸/𝑅BF,𝐸 ≈ 13 . Таким чином, диференцiальний пе-

рерiз лазер-модифiкованого розсiювання електрона на ядрi в iнтерференцiйнiй

областi може бути на порядок величини бiльший за диференцiальний перерiз в

областi Бункiна-Федорова при фiксованiй кiнцевiй енергiї електрона. Проте слiд

зазначити, що експериментальне дослiдження тонкої структури енергетично-

го спектра електронiв може бути виконане при використаннi вимiрювального

обладнання з високою роздiльною здатнiстю. Необхiднi характеристики визна-

чаються характерним кроком коливань в енергетичному спектрi (< 10 еВ).

Важливо пiдкреслити, що осциляторний характер енергетичного спектру

електрона в кiнцевому станi безпосередньо пов’язаний з параметричним iнтер-

ференцiйним ефектом. Так, ефект проявляється в кореляцiї мiж випромiнюва-

нням фотонiв першої та другої хвилi, що з однiєї сторони збiльшує ймовiрнiсть

парцiальних процесiв з рiвним числом фотонiв (в деяких випадках процесiв з

числами, що вiдрiзняються на одиницю), а з другої сторони пригнiчує ймовiр-

ностi iнших процесiв в iнтерференцiйнiй кiнематицi. Це вiдповiдно приводить

до перерозподiлу ймовiрностей i енергетичний спектр електрона має смугастий

вигляд, де максимуми вiдповiдають процесам з випромiнюванням чи поглинан-

ням рiвного числа фотонiв першої та другої хвилi. Як бачимо, загальний перерiз

процесу суттєво не змiнюється, тому мова йде саме про перерозподiл ймовiр-

ностей. Можемо легко провести аналогiю зi звичайним явищем iнтерференцiї,

оскiльки смугастий вигляд та перерозподiл сигналу характернi для звичайних

iнтерференцiйних картин вiд накладання двох хвиль.



129

Висновки до роздiлу 2

У результатi вивчення процесу розсiювання електрона на екранованому

потенцiалi ядра в полi iмпульсної лазерної хвилi на малi кути та процесу розсi-

ювання електрона на ядрi в полi двох хвиль можна зробити наступнi висновки.

1. При розсiюваннi електрона на ядрi в областi малих кутiв спостерiгаються

видiленi напрями розсiювання, якi вiдповiдають мiнiмальним значенням пере-

даного iмпульсу для кожного парцiального процесу випромiнювання i поглина-

ння. При цьому максимальне значення перерiзу розсiювання суттєво залежить

вiд енергiї початкового електрона.

2. У випадку ультрарелятивiстських енергiй електронiв i помiрно сильних

полiв основний внесок у перерiз дають парцiальнi процеси з випромiнюван-

ням або поглинанням одного фотона зовнiшнього лазерного поля. Парцiальний

перерiз розсiювання має максимум поблизу видiленого напряму розсiювання.

Висота i ширина пiку визначаються початковою енергiєю електрона, енергiєю

фотона зовнiшнього поля та значенням параметра екранування кулонiвського

потенцiалу.

3. При зростаннi енергiї початкового електрона максимальне значення вiд-

ношення перерiзу розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної хвилi i пере-

рiзу розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього поля в областi малих кутiв змен-

шується. Навпаки, при зростаннi енергiї фотонiв зовнiшнього лазерного поля

вiдношення перерiзiв збiльшується. Так, наприклад, для 𝜔 = 0.5 кеВ перерiз

розсiювання електрона на ядрi в iмпульсному лазерному полi поблизу видiле-

ного кута в 2-3 рази перевищує перерiз розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього

поля. Для енергiй фотона 𝜔 = 2 кеВ вiдношення перерiзiв досягає двох поряд-

кiв величини.

4. Процес розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних

хвиль може домiнувати в iнтерференцiйнiй кiнематичнiй областi, де вимушене

випромiнювання i поглинання фотонiв обох хвиль вiдбувається корельованим

чином. При цьому також спостерiгається сильна кореляцiя мiж кутом вильоту

та енергiєю електрона в кiнцевому станi, що iстотно вiдрiзняє процес розсiюва-
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ння електрона на ядрi в iнтерференцiйної областi вiд розсiювання електрона в

будь-якiй iншiй геометрiї.

5. У диференцiальному парцiальному перерiзi розсiювання електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних хвиль спостерiгається розширення пiку побли-

зу iнтерференцiйного кута вильоту електрона, яке пов’язане з врахуванням

iмпульсного характеру зовнiшнього поля, тобто кiнцевої спектральної шири-

ни лазерного випромiнювання. Дослiджено залежностi парцiальних перерiзiв

процесу вiд кута вильоту електрона в iнтерференцiйнiй кiнематичнiй областi.

Показано, що ймовiрнiсть парцiальних процесiв в iнтерференцiйної областi на

кiлька порядкiв величини може перевищувати вiдповiдну ймовiрнiсть в областi

Бункiна-Федорова.

6. Вивчено розподiли по енергiї кiнцевого електрона для процесу розсiю-

вання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль. Розраховано

загальний внесок парцiальних процесiв в перерiз розсiювання електрона на ядрi

в полi двох iмпульсних лазерних хвиль в кiнцевому iнтервалi енергiй. Розподiл

по енергiї електрона в кiнцевому станi в iнтерференцiйнiй областi якiсно вiд-

рiзняється вiд розподiлу для iншої геометрiї процесу. Параметричним iнтерфе-

ренцiйний ефект проявляється в кореляцiї мiж випромiнюванням фотонiв пер-

шої та другої хвилi, що вiдповiдно приводить до перерозподiлу ймовiрностей i

енергетичний спектр електрона має смугастий вигляд. Максимуми в розподiлi

вiдповiдають процесам з випромiнюванням чи поглинанням рiвного числа фо-

тонiв першої та другої хвилi. Для окремих значень енергiї кiнцевого електрона,

перерiз розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль

в iнтерференцiйнiй областi на порядок величини перевищує перерiз процесу

в областi Бункiна-Федорова. Експериментальне дослiдження тонкої структури

енергетичного спектра електронiв може бути виконане при використаннi вимi-

рювального обладнання з високою роздiльною здатнiстю.
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РОЗДIЛ 3

ГАЛЬМIВНЕ ВИПРОМIНЮВАННЯ ЕЛЕКТРОНА В ПОЛI ЯДРА

I ДВОХ IМПУЛЬСНИХ ЛАЗЕРНИХ ХВИЛЬ

При розсiюваннi на ядрi iснує певна ймовiрнiсть переходу електрона в кван-

товий стан з бiльш низькою енергiєю з випромiнюванням, як правило, одного

фотона в полi ядра (ймовiрнiсть великого числа фотонiв випромiнювання дуже

мала). При цьому енергiя фотона обмежується початковою енергiєю електрона.

Гальмiвне випромiнювання (ГВ) електрона на ядрi є одним з фундаменталь-

них процесiв КЕД, оскiльки вiн є одним з основних механiзмiв втрат енергiї

електронiв в зовнiшньому електромагнiтному полi. Першi квантово-механiчнi

формули для перерiзу процесу ГВ були отриманi в 1931 р. Зоммерфельдом [71]

в дипольному наближеннi. В рамках релятивiстської квантової теорiї перший

розрахунок процесу ГВ в борнiвському наближеннi в було отримано 1934 р. Бе-

те i Гайтлером [72]. В присутностi зовнiшнього поля процес взаємодiї електрона

з ядром супроводжується також i вимушене випромiнювання-поглинання фо-

тонiв зовнiшнього поля визначеної енергiї. Таким чином, є два суттєво рiзнi

фiзичнi механiзми змiни енергiї електрона. В зв’язку з цим, ГВ в присутностi

зовнiшнього поля часто називають спонтанним гальмiвним випромiнюванням

(СГВ), розрiзняючи спонтаннi i вимушенi процеси.

Процес СГВ внаслiдок розсiювання електронiв на ядрi або атомi в при-

сутностi зовнiшнього електромагнiтного поля був об’єктом наукового iнтересу

протягом тривалого часу [14–16, 98–100, 152–174]. Теорiя СГВ внаслiдок розсi-

ювання електронiв на ядрi в полi плоскої електромагнiтної хвилi досить добре

розвинена. Борисов iЖуковський [154] розглянули нерезонансний процес СГВ в

полi плоскої хвилi у випадку, коли ультрарелятивiстський електрон розсiюється

на малi кути, близькi до напрямку iмпульсу спонтанного фотона. Аналiтичнi

вирази для спектра випромiнювання СГВ в плоскому монохроматичному полi

довiльного атомного потенцiалу для нерелятивiстських розрахункiв в борнiв-

ському наближеннi були отриманi Чжоу i Розенбергом [160]. Резонансне СГВ
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нерелятивiстського електрона, розсiяного на ядрi в полi плоскої хвилi, було ви-

вчено в роботах [152, 156]. В загальному релятивiстському випадку проблема

СГВ електрона на ядрi в полi плоскої однiєї та двох монохроматичних хвиль

була вивчена Рощупкiним та iншими [86,98,157–159,161–163].

Ефекти, що виникають при нерезонансному СГВ електрона на ядрi в полi

iмпульсної хвилi були вивченi автором та Рощупкiним для загального реляти-

вiстського випадку в роботi [169], для електронiв нерелятивiстської енергiї -

в роботi [170]. Резонансний випадок СГВ в iмпульсному свiтловому полi роз-

глядався в роботi [171], результати якої були використанi в експериментальнiй

роботi [307] для пояснення спектру гальмiвного випромiнювання при взаємодiї

кластерiв з потужним iмпульсним полем лазера.

Проблема СГВ електрона на ядрi в полi двох монохроматичних хвиль та

iнтерференцiйний квантовий ефект, що проявляється в особливiй кiнематичнiй

областi, дослiджувалися в роботах [161–163]. Основним параметром багатофо-

тонностi в iнтерференцiйний областi стає квантовий iнтерференцiйний пара-

метр (1.16). Цей параметр пропорцiйний добутку iнтенсивностей першої та дру-

гої хвилi.

В цьому роздiлi розглянуто процес спонтанного гальмового випромiнюван-

ня при розсiюваннi електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль за

резонансних та нерезонансних умов, який у таких випадках ранiше не розгля-

дався. Основнi результати були опублiкованi в роботах [14–17,24,26] та апробо-

ванi на конференцiях [34,37].

3.1. Нерезонансний процес в полi двох лазерних хвиль.

У процесi гальмування на ядрi електрон з 4-iмпульсом 𝑝𝑖 = (𝐸𝑖,p𝑖) по-

ряд з вимушеним поглинанням i випромiнюванням фотонiв зовнiшнього поля

спонтанно випромiнює фотон довiльної частоти й переходить у кiнцевий стан

з 4-iмпульсом 𝑝𝑓 = (𝐸𝑓 ,p𝑓) . Це процес другого порядку за постiйною тонкої

структури i описується двома дiаграмами Фейнмана (рис. 3.1).

Зовнiшнє iмпульсне поле представимо як суперпозицiю двох плоских не-

монохроматичних хвиль, що поширюються в одному напрямку уздовж вiсi 𝑧
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Рис. 3.1. Дiаграми Фейнмана процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох
iмпульсних свiтлових хвиль. Подвiйнi вхiднi й вихiднi лiнiї вiдповiдають

функцiям Волкова електрона в початковому й кiнцевому станах, внутрiшня
лiнiя вiдповiдає функцiї Грiна електрона в полi двох iмпульсних хвиль.
Хвилястi лiнiї вiдповiдають 4-iмпульсам спонтанного фотона та фотона

вiддачi ядра.

iз площиною поляризацiї (𝑥𝑦) . Чотири-потенцiал такого поля можна описа-

ти виразами (2.83)-(2.86). Процес вивчається в рамках квазiмонохроматичного

наближення, коли амплiтуда лазерної хвилi робить велику кiлькiсть осциляцiй

(2.87), та помiрно сильних полiв (2.109). Взаємодiя електрона з ядром розгляда-

ється в рамках борнiвського наближення (2.5), тобто вивчається випадок досить

швидких електронiв.

Амплiтуда процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних свiтлових

хвиль в загальному випадку має вигляд

𝑆𝑓𝑖 = −𝑖𝑒2
∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝜓𝑓 (𝑥2, 𝐴)
[︁
𝛾0𝐴0 (|x2|)𝐺 (𝑥2, 𝑥1, 𝐴)𝐴′ (𝑥1, 𝑘

′)

+�̂�′ (𝑥2, 𝑘
′)𝐺 (𝑥2, 𝑥1, 𝐴) 𝛾0𝐴0 (|x1|)

]︁
𝜓𝑖 (𝑥1, 𝐴) ,

(3.1)

Iндекси 𝑖, 𝑓 вiдповiдають початковому й кiнцевому станам електрона. Вели-

чина 𝐴0 (|x𝑗′|) у виразi (3.1) є кулонiвський потенцiал ядра, а 𝐴′
𝜇 (𝑥𝑗′, 𝑘

′) –

4-потенцiал спонтанно випромiненого фотона:

𝐴0 (|x𝑗′|) =
𝑍𝑒

|x𝑗′|
, (3.2)
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𝐴′
𝜇 (𝑥𝑗′, 𝑘

′) =

√︂
2𝜋

𝜔′ 𝜀
*
𝜇 exp (𝑖𝑘′𝑥𝑗′) . (3.3)

Тут 𝜀*𝜇 та 𝑘′ = (𝜔′,k′) – 4-вектор поляризацiї та 4-iмпульс спонтанного фотона,

(𝑘′𝑥𝑗′) = 𝜔′𝑡𝑗′ − k′x𝑗′ . Iндекс 𝑗′ = 1, 2 характеризує змiнну iнтегрування в

першiй i другiй вершинах дiаграми.

В амплiтудi (3.1) функцiї 𝜓𝑖 (𝑥1, 𝐴) та 𝜓𝑓 (𝑥2, 𝐴) – хвильовi функцiї еле-

ктрона в початковому й кiнцевому станах (функцiї Волкова); 𝐺 (𝑥2, 𝑥1, 𝐴) –

функцiя Грiна електрона в промiжному станi в зовнiшньому полi:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜓𝑖 (𝑥1, 𝐴) = ℑ𝑖 (𝑥1) ·

𝑢𝑖√
2𝐸𝑖

,

𝜓𝑓 (𝑥2, 𝐴) =
�̄�𝑓√︀
2𝐸𝑓

· ℑ̄𝑓 (𝑥2) ;

(3.4)

𝐺 (𝑥2, 𝑥1, 𝐴) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
· ℑ𝑝 (𝑥2)

𝑝+𝑚

𝑝2 −𝑚2
ℑ̄𝑝 (𝑥1), (3.5)

де функцiя ℑ(𝑥𝑗′) визначається наступним чином

ℑ𝜍(𝑥𝑗′) =

[︂
1 +

𝑒

2 (𝑘𝑝𝜍)
𝑘𝐴(𝑘𝑥𝑗′)

]︂
exp{𝑖𝑆(𝑝𝜍 , 𝑥𝑗′)} ,

𝑝𝜍 = 𝑝, 𝑝𝑖, 𝑝𝑓 ;

(3.6)

𝑆(𝑝𝜍 , 𝑥𝑗)=− (𝑝𝜍𝑥𝑗) −
𝑒

(𝑘𝑝𝜍)

𝑘𝑥𝑗∫︁
−∞

[︁
(𝑝𝜍𝐴 (𝜙′))−𝑒

2
𝐴2(𝜙′)

]︁
𝑑𝜙′, (3.7)

де 𝑝𝑖,𝑓 = (𝐸𝑖,𝑓 ,p𝑖,𝑓) – 4-вектори електрона в початковому i кiнцевому станах.

Вираз (3.7) визначає класичну дiю електрона в електромагнiтному полi, яка

пiсля пiдстановки явного виду 4-потенцiалу двох iмпульсних хвиль (2.83)-(2.87)

може бути приведена до виду (2.93)- (2.99).

Будемо розглядати випадок циркулярної поляризацiї зовнiшнiх iмпульсних
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хвиль:

𝛿1 = +1, 𝛿2 = ∓1. (3.8)

Пiсля проведення нескладних перетворень одержимо амплiтуду процесу

СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних помiрно сильних лазерних хвиль

у загальному релятивiстському випадку у виглядi суми:

𝑆𝑓𝑖 =
∞∑︁

𝑙,𝑠=−∞

𝑆𝑙𝑠, (3.9)

𝑆𝑙𝑠 = −𝑖 𝑍𝑒3
√
𝜋√︀

2𝜔′𝐸𝑖𝐸𝑓

�̄�𝑓

[︁
𝐵

(𝑎)
𝑙𝑠 (𝑞𝑖) +𝐵

(𝑏)
𝑙𝑠 (𝑞𝑓)

]︁
𝑢𝑖. (3.10)

де 𝑢𝑖 , �̄�𝑓 – бiспiнори Дiрака; 𝑆𝑙𝑠 – парцiальна амплiтуда процесу з поглинанням

( 𝑙, 𝑠 < 0 ) або випромiнюванням ( 𝑙, 𝑠 > 0 ) фотонiв зовнiшнього лазерного поля.

Функцiї 𝐵(𝑎)
𝑙𝑠 i 𝐵(𝑏)

𝑙𝑠 вiдповiдають дiаграмам процесу СГВ електрона на ядрi на

рисунку 3.1a) та b), вiдповiдно

𝐵
(𝑎)
𝑙𝑠 (𝑞𝑖) = 2𝜔1

∞∑︁
𝑙′,𝑠′=−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜁
𝑀 0

𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′ (𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜁)
[︁
𝑞𝑖 +𝑚+ 𝜁𝑘

]︁ (︀
𝜀*𝜇𝑀

𝜇
𝑙′𝑠′ (𝑞𝑖, 𝑝𝑖, 𝜁)

)︀
[𝑞2𝑖 −𝑚2 + 2𝜁 (𝑘1𝑞𝑖)]

[︁
q2
⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2
]︁ ,

(3.11)

𝐵
(𝑏)
𝑙𝑠 (𝑞𝑓) = 2𝜔1

∞∑︁
𝑙′,𝑠′=−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜁

(︀
𝜀*𝜇𝑀

𝜇
𝑙′𝑠′ (𝑝𝑓 , 𝑞𝑓 , 𝜁)

)︀ [︁
𝑞𝑓 +𝑚+ 𝜁𝑘

]︁
𝑀 0

𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′ (𝑞𝑓 , 𝑝𝑖, 𝜁)[︁
𝑞2𝑓 −𝑚2 + 2𝜁 (𝑘1𝑞𝑓)

]︁ [︁
q2
⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2
]︁ ,

(3.12)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑘′ − 𝑙′𝑘1 − 𝑠′𝑘2,

𝑞𝑓 = 𝑝𝑓 + 𝑘′ + (𝑙−𝑙′) 𝑘1 + (𝑠−𝑠′) 𝑘2,
𝑞 = 𝑝𝑓 − 𝑝𝑖 + 𝑘′ + 𝑙𝑘1 + 𝑠𝑘2.

(3.13)

Тут 4-вектор 𝑞𝑖 – це 4-iмпульс промiжного електрона для першої дiаграми

на рис. 3.1a), 𝑞𝑓 – 4-iмпульс промiжного електрона для другої дiаграми на

рис. 3.1b). Переданий 4-iмпульс 𝑞 визначається сумою 𝑙𝑘1 + 𝑠𝑘2 , яка вказує
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скiльки фотонiв зовнiшнього поля, якi було вимушено поглинуто або випромi-

нено електроном у процесi розсiювання на ядрi.

Уведемо новi змiннi iнтегрування

𝜑𝑗′ =
𝜙𝑗′

𝜔1𝜏1
=
𝜉𝑗′

𝜏1
, (3.14)

𝜉1 = (�̃�𝑥1) = 𝑡1 − 𝑧1, 𝜉2 = (�̃�𝑥2) = 𝑡2 − 𝑧2. (3.15)

У виразах (3.11) та (3.12) функцiя 𝑀 0
𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′ вiдповiдає розсiюванню електрона

на ядрi [19,20], а функцiя 𝑀𝜇
𝑙′𝑠′ вiдповiдає спонтанному випромiнюванню фото-

на в зовнiшньому полi [216,275]. Вони визначаються iнтегралами по хвильових

змiнних наступним чином

𝑀 0
𝑛1𝑛2

(𝑝, 𝑝′, 𝜁) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑1 exp{𝑖𝜁𝜔1𝜏1𝜑1}×

×

(︃
𝛾0𝐼𝑛1𝑛2

(𝜑1) +
𝑚�̂�𝑛1𝑛2

(𝜑1)

2 (�̃�𝑝′)
+
𝑚

4

(︂
1

(�̃�𝑝′)
− 1

(�̃�𝑝)

)︂
�̂�𝑛1𝑛2

(𝜑1) ˆ̃𝑛𝛾0

)︃
, (3.16)

𝑀𝜇
𝑛1𝑛2

(𝑝, 𝑝′,𝜁) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑2 exp{𝑖 (𝑞0 − 𝜁𝜔1) 𝜏1𝜑2} · (𝛾𝜇𝐼𝑛1𝑛2

(𝜑2) + (3.17)

+
𝑚

2(𝑛𝑝′)

(︁
�̂�𝑛1𝑛2

(𝜑2) �̃�
𝜇−𝐷𝜇

𝑛1𝑛2
(𝜑2) ˆ̃𝑛

)︁
+
𝑚

4

(︂
1

(�̃�𝑝′)
− 1

(�̃�𝑝)

)︂
�̂�𝑛1𝑛2

(𝜑2) ˆ̃𝑛𝛾𝜇
)︂
.

Внаслiдок умови квазiмонохроматичностi хвилi (2.87) iстотна область змiн-

ної iнтегрування у виразах (3.11) та (3.12) рiзко звужується:

𝜁 . (𝜔𝑗𝜏𝑗)
−1 ≪ 1. (3.18)

Функцiї 𝐷𝑛1𝑛2
у виразах (3.16) та (3.17) мають вигляд

𝐷𝑛1𝑛2
(𝜑𝑗′) = 𝜂1(𝜑𝑗′)

(︁
𝜀
(+)
1 𝐼𝑛1−1,𝑛2

(𝜑𝑗′) +𝜀
(−)
1 𝐼𝑛1+1,𝑛2

(𝜑𝑗′)
)︁

+𝜂2

(︂
𝜏1
𝜏2
𝜑𝑗′

)︂(︁
𝜀
(+)
2 𝐼𝑛1,𝑛2−1(𝜑𝑗′) + 𝜀

(−)
2 𝐼𝑛1,𝑛2+1(𝜑𝑗′)

)︁
, (3.19)



137

𝜂𝑗 (𝜑𝑗′) = 𝜂0𝑗𝑔𝑗(𝜑𝑗′) , 𝜀
(±)
𝑗 = 𝑒𝑗𝑥 ± 𝑖𝛿𝑗𝑒𝑗𝑦. (3.20)

Спецiальнi функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
(𝜑𝑗′) у (3.19) визначають ймовiрнiсть багатофотон-

них парцiальних процесiв у полi двох лазерних хвиль [67, 89]. Їхнi аргументи в

загальному релятивiстському випадку для циркулярної поляризацiї зовнiшнiх

хвиль (3.8) мають вигляд

𝛾𝑗 ≡ 𝛾𝑗(𝑝, 𝑝
′, 𝜑𝑗′) = 𝛾0𝑗(𝑝, 𝑝

′) · 𝑔𝑗 (𝜑𝑗′) , (3.21)

𝛾0𝑗(𝑝, 𝑝
′) = 𝜂0𝑗

𝑚

𝜔𝑗

√︁
−𝑄2

𝑝𝑝′, 𝑄𝑝𝑝′ =
𝑝

(�̃�𝑝)
− 𝑝′

(�̃�𝑝′)
, (3.22)

tan𝜒1=
(𝑒1𝑦𝑄𝑝𝑝′)

(𝑒1𝑥𝑄𝑝𝑝′)
, tan𝜒2= ∓ (𝑒2𝑦𝑄𝑝𝑝′)

(𝑒2𝑥𝑄𝑝𝑝′)
= tan(𝜒1−∆) , (3.23)

𝛼±(𝑝, 𝑝′, 𝜑𝑗′) = 𝛼0±(𝑝, 𝑝′) · 𝑔1(𝜑𝑗′) 𝑔2(𝜑𝑗′𝜏1/𝜏2) , (3.24)

𝛼0±(𝑝, 𝑝′) = 𝜂01𝜂02
𝑚2

𝜔±

(︂
1

(�̃�𝑝)
− 1

(�̃�𝑝′)

)︂
. (3.25)

У виразi (3.23) кут 𝜒1=∠ (Q𝑝𝑝′⊥, e1𝑥) – кут мiж проекцiєю вектора Q𝑝𝑝′ на

площину (𝑥𝑦) та вектором поляризацiї e1𝑥 ; ∆ = ∠ (e1𝑥, e2𝑥) кут мiж векторами

поляризацiї лазерних хвиль.

Для того щоб отримати вирази для функцiй 𝑀 0
𝑛1,𝑛2

(3.16) та 𝑀𝜇
𝑛1,𝑛2

(3.17),

що вiдповiдають дiаграмам a) i b) на рисунку 3.1, у виразах (3.19)-(3.25) слiд

виконати наступнi замiни:

𝑎) 𝑀 0
𝑛1,𝑛2

: 𝑛1 = 𝑙 − 𝑠, 𝑛2 = 𝑙′ − 𝑠′, 𝑝 = 𝑝𝑓 , 𝑝
′ = 𝑞𝑖

𝑀𝜇
𝑛1,𝑛2

: 𝑛1 = 𝑙′, 𝑛2 = 𝑠′, 𝑝 = 𝑞𝑖, 𝑝
′ = 𝑝𝑖, (3.26)

𝑏) 𝑀 0
𝑛1,𝑛2

: 𝑛1 = 𝑙 − 𝑠, 𝑛2 = 𝑙′ − 𝑠′, 𝑝 = 𝑞𝑓 , 𝑝
′ = 𝑝𝑖,

𝑀𝜇
𝑛1,𝑛2

: 𝑛1 = 𝑙′, 𝑛2 = 𝑠′, 𝑝 = 𝑝𝑓 , 𝑝
′ = 𝑞𝑓 . (3.27)
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Зауважимо, що аргументи 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (3.22) i 𝛼0± (𝑝, 𝑝′) (3.25) є суттєво

квантовими в загальному випадку. Вони можуть мати рiзний порядок за ве-

личиною вiдносно один одного в залежностi вiд кiнематики розсiювання. Ар-

гументи 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (3.22) – це параметри багатофотонностi Бункiна-Федорова,

вони визначають ймовiрнiсть вимушених багатофотонних процесiв у полi однi-

єї хвилi незалежно одне вiд одного при кулонiвськiй взаємодiї мiж частинка-

ми. Параметри 𝛼0± (𝑝, 𝑝′) (3.25) визначаються доданком, який стосується iн-

терференцiї першої й другої лазерних хвиль. Вони визначають ймовiрнiсть ви-

мушених корельованих процесiв поглинання та випромiнювання фотонiв обох

хвиль [50–52]. Зауважимо, що цi параметри визначаються добутком амплiтуд

напруженостей першої (𝜂01 ) та другої (𝜂02 ) хвиль, а також комбiнацiйними

частотами 𝜔± = 𝜔1 ± 𝜔2 .

3.1.1. Нерезонансна амплiтуда процесу в iнтерференцiйнiй

областi.

У випадку помiрно сильних полiв (2.109) парцiальна амплiтуда значно

спрощується

𝑆
𝜂0𝑗≪1
𝑙𝑠 = −𝑖 𝑍𝑒3

√
𝜋√︀

2𝜔′𝐸𝑖𝐸𝑓

�̄�𝑓

[︁
𝐵

(𝑎)
𝑙𝑠

(︀
𝛾0, 𝑞𝑖, 𝜀

*)︀+𝐵
(𝑏)
𝑙𝑠

(︀
𝜀*, 𝑞𝑓 , 𝛾

0
)︀]︁
𝑢𝑖. (3.28)

Функцiї (3.16) та (3.17) перетворюються наступним чином

𝑀 0
𝑛1,𝑛2

(𝑝, 𝑝′, 𝜁) = 𝛾0𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑1 exp {𝑖𝜁𝜔1𝜏1𝜑1}×

×𝐼𝑛1𝑛2
(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗 (𝑝, 𝑝′, 𝜑1) , 𝛼± (𝑝, 𝑝′, 𝜑1)) , (3.29)

𝑀𝜇
𝑛1,𝑛2

(𝑝, 𝑝′, 𝜁) = 𝛾𝜇𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑2 exp {𝑖 (𝑞0 − 𝜁𝜔1) 𝜏1𝜑2}×

×𝐼𝑛1𝑛2
(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗 (𝑝, 𝑝′, 𝜑2) , 𝛼± (𝑝, 𝑝′, 𝜑2)) . (3.30)

Для того щоб отримати вiдповiднi вирази для амплiтуд a) та b) (Рис. 3.1), слiд

виконати замiни (3.26) – (3.27) у спiввiдношеннях (3.29)–(3.30).
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Для нерезонансного випадку

𝑞2𝑖,𝑓 −𝑚2 ≫ (𝑘𝑞𝑖,𝑓)

𝜔1𝜏1
, (3.31)

у знаменнику амплiтуди 𝐵
(𝑎)
𝑙𝑠 (3.11) та 𝐵

(𝑏)
𝑙𝑠 (3.12) можна знехтувати залежнi-

стю вiд змiнної iнтегрування, що спричинена врахуванням iмпульсного хара-

ктеру поля. Таким чином, у нерезонансному випадку в функцiях (3.29)-(3.30))

можна покласти 𝜁 = 0 скрiзь, за винятком показникiв експонент. Iнтегрування

по змiннiй 𝜁 проводиться тривiально, у результатi одержимо

𝐵
(𝑎)
𝑙𝑠

(︀
𝛾0, 𝜀*

)︀
=
∑︁
𝑙′,𝑠′

4𝜋∆𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′,𝑙′,𝑠′(𝑞𝑖)

q2
⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2 𝛾0
𝑞𝑖 +𝑚

𝑞2𝑖 −𝑚2
𝜀*, (3.32)

∆𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′,𝑙′,𝑠′(𝑞𝑖) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 exp{𝑖𝑞0𝜏1𝜑}× (3.33)

×𝐼𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗, 𝛼±; 𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜑) 𝐼𝑙′𝑠′(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗, 𝛼±, 𝑞𝑖, 𝑝𝑖, 𝜑) .

Як уже зазначалося, у роботах [50–52] було показано, що у випадку плоских

монохроматичних хвиль парцiальний перерiз СГВ в iнтерференцiйнiй областi

може значно перевищувати вiдповiдний перерiз у будь-якiй iншiй геометрiї. До-

цiльно очiкувати такий ефект i у випадку iмпульсних лазерних хвиль. У подаль-

шому будемо розглядати дослiджуваний процес в iнтерференцiйнiй областi, ко-

ли параметри 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (3.22) малi:

𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) ≈ 0. (3.34)

𝑄2
𝑝𝑝′ = 0, 𝜒0𝑗 = 0. (3.35)

Умови (3.35) виконуються у випадку, коли вектори Q𝑝𝑝′ спрямованi уздовж

або проти напрямку поширення обох хвиль, тобто перпендикулярно площинi по-

ляризацiї (див рис. 3.2). Як було показано в [161,162] для нерезонансного СГВ

електрона при розсiюваннi електрона на ядрi в полi двох плоских монохрома-
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Рис. 3.2. Геометрiя процесу СГВ електрона на ядрi в областi iнтерференцiї
для релятивiстських енергiй електронiв.

тичних хвиль, кiнематика розсiювання електрона та вильоту спонтанно випро-

мiненого фотона для першої та другої дiаграм однакова. Причому розсiювання

та випромiнювання вiдбувається в однiй площинi, що утворена iмпульсом поча-

ткового електрона та хвильовим вектором (напрямком поширення обох хвиль).

Азимутальнi кути спонтанно випромiненого фотона, електрона в початковому

й кiнцевому станах рiвнi, а полярнi кути та енергiї пов’язанi спiввiдношеннями:

- для розсiювання електрона на ядрi:

|p𝑓 |
(�̃�𝑝𝑓)

sin 𝜃𝑓 =
|p𝑖|

(�̃�𝑝𝑖)
sin 𝜃𝑖, (3.36)

- для спонтанного випромiнювання фотона:

cot
𝜃′

2
=

|p𝑖|
(�̃�𝑝𝑖)

sin 𝜃𝑖, 𝜃′ = ∠ (ñ,k′) . (3.37)

У виразi (3.36) кут 𝜃′ – полярний кут спонтанно випромiненого фотона; кути

𝜃𝑖 = ∠ (ñ,p𝑖) та 𝜃𝑓 = ∠ (ñ,p𝑓) – полярнi кути електрона в початковому та

кiнцевому станах, вiдповiдно; 𝜃 = ∠ (p𝑖,p𝑓) – кут розсiювання електрона, який
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введено для зручностi. Iнтерференцiйна кiнематика розсiювання, що задається

спiввiдношеннями (3.36) та (3.37), аналогiчна для випадкiв монохроматичних

та iмпульсних зовнiшнiх хвиль.

З властивостей функцiй Бесселя випливає, що 𝑛1 = ±𝑛2 за умови (3.34).

Отже, в iнтерференцiйнiй областi (3.35) у випадку циркулярної поляризацiї

зовнiшнiх хвиль функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
(𝜑) , що визначають амплiтуду СГВ (3.9), (3.28),

(3.32)-(3.33), переходять у функцiї Бесселя:

𝐼𝑙−𝑙′,𝑠−𝑠′(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗, 𝛼±; 𝑝, 𝑝′, 𝜑) → e−𝑖(𝑙±−𝑠±)Δ𝐽𝑙±−𝑠±(𝛼±(𝑝, 𝑝′, 𝜑)) , (3.38)

𝐼𝑙′𝑠′(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗, 𝛼±; 𝑝, 𝑝′, 𝜑) → e−𝑖𝑠±Δ𝐽𝑠±(𝛼±(𝑝, 𝑝′𝑖, 𝜑)) .

Тут

𝑙± = 𝑙 = ±𝑠, 𝑠± = 𝑙′ = ±𝑠′, (3.39)

це кiлькiсть фотонiв обох хвиль, якi випромiнюються або поглинаються еле-

ктроном в iнтерференцiйнiй областi. Як слiдує з спiввiдношення (3.39), виму-

шене випромiнювання-поглинання в процесi СГВ протiкає корельованим чином.

Остаточно амплiтуда СГВ електрона при нерезонансному розсiюваннi на

ядрi в полi двох iмпульсних хвиль циркулярної поляризацiї та iнтенсивностi

(2.109) в iнтерференцiйнiй областi набуває вигляду

𝑆𝑙± = −𝑖 𝑍𝑒3
√
𝜋√︀

2𝜔′𝐸𝑓𝐸𝑖

∞∑︁
𝑠±=−∞

�̄�𝑓

(︁
𝑇

(𝑎)
𝑙±−𝑠±

+ 𝑇
(𝑏)
𝑙±−𝑠±

)︁
𝑢𝑖, (3.40)

𝑇
(𝑎)
𝑙±−𝑠±

=
4𝜋e−𝑖𝑙±Δ∆𝑙±−𝑠± (𝑞𝑖)

q2
⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2 𝛾0
𝑞𝑖 +𝑚

𝑞2𝑖 −𝑚2
𝜀*, (3.41)

∆𝑙±−𝑠±(𝑞𝑖) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 · exp {𝑖𝑞0𝜏1𝜑} 𝐽𝑙±−𝑠±(𝛼±(𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜑)) 𝐽𝑠±(𝛼±(𝑞𝑖, 𝑝𝑖, 𝜑)) ,

(3.42)
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𝑞 = 𝑝𝑓 − 𝑝𝑖 + 𝑘′ + 𝑙± (𝑘1 ± 𝑘2) ,

𝑞𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑘′ − 𝑠± (𝑘1 ± 𝑘2) ,

𝑞𝑓 = 𝑝𝑓 + 𝑘′ + (𝑙± − 𝑠±) (𝑘1 ± 𝑘2) .

(3.43)

Щоб отримати вiдповiднi спiввiдношення для амплiтуди на дiаграмi b)

(рис. 3.1), слiд виконати замiни: 𝑞𝑖 → 𝑞𝑓 , 𝛾0 ↔ 𝜀* у виразах (3.41) та (3.42).

У силу того, що iнтегральнi функцiї 𝑇 (𝑎)
𝑙±−𝑠±

плавно залежать вiд змiнної 𝜑 ,

iнтеграли у виразi (3.42) будуть не малi лише за умови, 𝑞0𝜏1 . 1 , яка по сутi

представляє наближений закон збереження енергiї:

𝑞0 = 𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝜔′ + 𝑙±𝜔± . 𝜏−1
1 ≪ 𝜔1. (3.44)

Отриманий вираз для амплiтуди СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi

в полi двох iмпульсних хвиль при граничному переходi 𝜔𝑗𝜏𝑗 → ∞ збiгається з

вiдповiдним виразом для амплiтуди процесу в полi двох плоских монохромати-

чних хвиль (для випадку циркулярної поляризацiї) [161, 162]. Дiйсно, у цьому

випадку функцiї ∆𝑙±−𝑠±(𝑞𝑖) в (3.42) набувають вигляду

∆𝑙±−𝑠±(𝑞𝑖) = 2𝜋𝛿(𝑞0) 𝐽𝑙±−𝑠±(𝛼±(𝑝𝑓 , 𝑞𝑖)) 𝐽𝑠±(𝛼±(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)). (3.45)

В областi помiрно сильних полiв (2.109) у нерезонансному випадку амплi-

туду переходу для процесу СГВ електрона на ядрi (3.40) можна пiдсумувати по

iндексу 𝑠± [169]. Пiсля простих математичних перетворень одержимо

𝑆𝑓𝑖 =
∞∑︁

𝑙±=−∞

𝑆𝑙±, (3.46)

𝑆
𝑙± = −𝑖4𝑍𝑒

3
√
𝜋3𝑒−𝑖𝑙±Δ√︀

2𝜔′𝐸𝑓𝐸𝑖

�̄�𝑓
∆𝑙±(𝑞0) ·𝐻

q2
⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2𝑢𝑖, (3.47)

𝐻 = 𝛾0
𝑞𝑖 +𝑚

𝑞2𝑖 −𝑚2
𝜀* + 𝜀*

𝑞𝑓 +𝑚

𝑞2𝑓 −𝑚2
𝛾0, (3.48)
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∆𝑙± (𝑞0) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 𝐽𝑙±(𝛼± (𝑝𝑓 , 𝑝𝑖, 𝜑)) exp {𝑖𝑞0𝜏1𝜑} . (3.49)

Тут аргументи функцiй Бесселя 𝐽𝑙± визначаються спiввiдношеннями (3.24) –

(3.25) для значень 𝑝 = 𝑝𝑓 , 𝑝′ = 𝑝𝑖 . Таким чином, вирази (3.46)-(3.49) визнача-

ють шукану нерезонансну амплiтуду СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi в

полi двох помiрно сильних (2.109) iмпульсних хвиль циркулярної поляризацiї

(3.8) для iнтерференцiйної областi.

3.1.2. Нерезонансний перерiз процесу в полi двох хвиль.

Визначимо диференцiйну ймовiрнiсть за весь час спостереження нерезо-

нансного процесу СГВ електрона на ядрi в iмпульсному свiтловому полi з ам-

плiтуди (3.46)-(3.49) [9]

𝑑𝑊 =
∞∑︁

𝑙±=−∞

∞∑︁
𝑙′±=−∞

𝑆𝑙±𝑆
*
𝑙′±

𝑑3𝑝𝑓

(2𝜋)3
𝑑3𝑘′

(2𝜋)3
. (3.50)

У силу умови квазiмонохроматичностi хвилi (2.87) внесок доданкiв з 𝑙′± ̸= 𝑙± в

сумi (3.50) малий. Таким чином, диференцiальну ймовiрнiсть в одиницю часу

для дослiджуваного процесу можна представити у виглядi суми по парцiальних

ймовiрностях

𝑑𝑤 =
𝑑𝑊

𝑇
=

∞∑︁
𝑙±=−∞

𝑑𝑤𝑙±, (3.51)

тут 𝑇 – великий промiжок часу спостереження.

Диференцiальний перерiз розсiювання процесу СГВ електрона на ядрi в

полi двох iмпульсних свiтлових хвиль одержимо з iмовiрностi в одиницю ча-

су (3.51) шляхом подiлу на густину потоку частинок, що розсiюються 𝑣𝑖 . У

результатi цього одержимо

𝑑𝜎 =
∞∑︁

𝑙±=−∞

𝑑𝜎𝑙±, (3.52)
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де 𝑑𝜎𝑙± – парцiальний диференцiальний перерiз процесу для випромiнюван-

ня спонтанного фотона в iнтервал частот 𝑑𝜔′ i тiлесний кут 𝑑Ω′ , розсiювання

кiнцевого електрона в тiлесний кут 𝑑Ω𝑓 з випромiнюванням ( 𝑙± > 0 ) або по-

глинанням ( 𝑙± < 0 ) |𝑙±| рiвної кiлькостi фотонiв першої та другої хвилi:

𝑑𝜎𝑙±
𝑑𝜔′𝑑Ω′𝑑Ω𝑓

=
𝑍2𝑒6𝜔′

𝑇 (2𝜋)3

∫︁
𝑑𝐸𝑓

|p𝑓 |
|p𝑖|

|�̄�𝑓𝐻𝑢𝑖|2
⃒⃒
∆𝑙± (𝐸𝑓)

⃒⃒2(︁
q2
⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2
)︁2 . (3.53)

У виразi для парцiального перерiзу процесу (3.53) враховуються спiввiдношен-

ня 𝑑3𝑝𝑓 = |p𝑓 |𝐸𝑓𝑑𝐸𝑓𝑑Ω𝑓 та 𝑑3𝑘′ = 𝜔′2𝑑𝜔′𝑑Ω′ .

Виберемо огинаючi функцiї 4-потенцiалiв iмпульсних хвиль у виглядi фун-

кцiй Гауса:

𝑔1(𝜑) = exp
{︀
−𝜑2

}︀
, 𝑔2

(︂
𝜏1
𝜏2
𝜑

)︂
= exp

{︂
−𝜏

2
1

𝜏 22
𝜑2
}︂
. (3.54)

Для iнтерференцiйної областi (3.36) кут вильоту електрона в кiнцевому станi

має вигляд

tan
𝜃f(int)

2
=

(�̃�𝑝𝑖)

|p𝑖| sin 𝜃𝑖 (1+1/𝑣𝑓)

[︃
1 ±

√︃
(𝜔′

max − 𝜔′) (2𝐸𝑖 − 𝜔′
max − 𝜔′)

(𝐸𝑖 − 𝜔′)2 −𝑚2

]︃
, (3.55)

при цьому максимально можлива частота спонтанного фотона:

𝜔′
max = 𝐸𝑖 −𝑚

√︃
1 +

𝑝2𝑖
(�̃�𝑝𝑖)

2 sin2𝜃𝑖. (3.56)

Виключимо з розгляду розсiювання електрона на малi кути

𝜃 ≫ 𝜔1

|p𝑖|
(𝜔1𝜏1)

−1 ≪ 1. (3.57)

Залишимо поза увагою поляризацiйнi ефекти в лазер-модифiкованому про-

цесi гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi. Пiсля вiдповiдного усере-

днення та пiдсумовування по поляризацiям початкового та кiнцевого електронiв
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i спонтанного фотона вираз для парцiального перерiзу (3.53) набуде наступної

форми

𝑑𝜎𝑙± = 𝑑𝜎*𝑙± ·𝑊𝑙±. (3.58)

Величина 𝑑𝜎*𝑙± переходить у перерiз гальмiвного випромiнювання електро-

на на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього лазерного поля 𝑑𝜎BH (перерiз Бете-

Гайтлера [9, 72]) у випадку, коли енергетичними поправками по полю можна

знехтувати. Величина 𝑊𝑙± – ймовiрнiсть вимушеного випромiнювання i погли-

нання електроном рiвного числа фотонiв зовнiшнiх iмпульсних хвиль, яка в

загальному випадку має вигляд

𝑊𝑙±=
∑︁
𝑠

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑

𝜌
𝐽2
𝑠 (𝛼±(𝜑)) 𝐽2

𝑙±−𝑠(𝛾1 (𝜑)) 𝐽2
𝑙±−𝑠(𝛾2 (𝜑)) , 𝜌 =

𝑇

𝜏1
. (3.59)

Вираз (3.59) мiстить функцiї Бесселя з аргументами 𝛾1,2 (3.21) i 𝛼± (3.24), якi

виступають у ролi параметрiв багатофотонних процесiв для СГВ електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних хвиль.

При розсiюваннi електрона на iнтерференцiйний кут ( 𝜃𝑓 = 𝜃f(int) , 𝛾1,2 = 0 )

парцiальна ймовiрнiсть випромiнювання та поглинання рiвного числа фотонiв

зовнiшнiх хвиль визначається наступним чином

𝑊𝑙±

⃒⃒
𝜃𝑓=𝜃f(int) =

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 𝐽2
𝑙±

(︀
𝛼0± exp

{︀
−𝜑2

(︀
𝜏 21/𝜏

2
2 + 1

)︀}︀)︀
, (3.60)

а при розсiюваннi поблизу iнтерференцiйного кута ( 𝜃𝑓 ≈ 𝜃f(int) , 𝛾1,2 ≪ 1 ):

𝑊𝑙±

⃒⃒
𝜃𝑓≈𝜃f(int) =

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 𝐽2
𝑙±

(𝛼±(𝜑)) 𝐽2
0 (𝛾1(𝜑)) 𝐽2

0 (𝛾2(𝜑)) . (3.61)

Вiдмiтимо, що у виразi для ймовiрностi (3.60)–(3.61) аргумент функцiї Бесселя

одного порядку за величиною з квантовим iнтерференцiйним параметром 𝛼0± :

𝛼0± (𝑝𝑓 , 𝑝𝑖) = 𝜂01𝜂02
𝑚2

𝜔±

(︂
1

(�̃�𝑝𝑓)
− 1

(�̃�𝑝𝑖)

)︂
. (3.62)
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Рис. 3.3. Парцiальна ймовiрнiсть випромiнювання одного фотона кожної з
хвиль 𝑙+ = 1 (3.59) в процесi СГВ електрона з енергiєю 𝐸𝑖 = 1.02 МеВ на
ядрi в полi двох iмпульсних хвиль як функцiя кута вильоту електрона 𝜃𝑓 .
Пунктирнi лiнiї вiдповiдають парцiальному процесу в iнтерференцiйнiй
областi (3.61). Кривi лiворуч вiдповiдають енергiї спонтанного фотона

𝜔′ = 0.5 кеВ; кривi праворуч – 𝜔′ = 0.1 кеВ. Кут вльоту електрона 𝜃𝑖 = 𝜋/3 ,
параметри зовнiшнього поля: 𝜂01 = 𝜂02 = 0.2 , 𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ,

𝜏1 = 𝜏2, 𝜌 = 2 .

Отже, для процесу нерезонансного СГВ при розсiюваннi електрона на ядрi в

полi двох iмпульсних помiрно сильних хвиль в iнтерференцiйнiй областi ймо-

вiрнiсть поглинання-випромiнювання рiвного числа фотонiв обох хвиль визна-

чається квантовим iнтерференцiйним параметром (3.62).

Розглянемо випадок релятивiстських енергiй електрона (𝐸𝑖,𝑓 & 𝑚 ). Ста-

новить iнтерес порiвняти величину i вигляд парцiальної ймовiрностi в процесi

СГВ при розсiюваннi електрона в iнтерференцiйнiй областi i при iншiй геоме-

трiї розсiювання у випадку двох iмпульсних хвиль. На рис. 3.3 представлена

парцiальна ймовiрнiсть (3.59) вимушеного випромiнювання одного фотона для

кожної iмпульсної хвилi циркулярної поляризацiї ( 𝛿1 = −𝛿2 ) у процесi нере-

зонансного СГВ електрона на ядрi як функцiя кута вильоту електрона 𝜃𝑓 .

Розглянуто два випадки, що вiдрiзняються значеннями енергiї спонтанно ви-
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промiненого фотона та заданими параметрами зовнiшнього iмпульсного поля

та початкової геометрiї процесу.

Як видно з рис. 3.3, дослiджувана ймовiрнiсть має пiк поблизу розсiюван-

ня на iнтерференцiйний кут, форма якого описується виразом для ймовiрностi

(3.61) (пунктирнi кривi). При цьому парцiальна ймовiрнiсть в iнтерференцiй-

нiй областi кутiв на порядок величини перевищує вiдповiдну ймовiрнiсть для

iнших кутiв вильоту електрона. Легко бачити з рис. 3.3 i виразу 𝜃f(int) , що

при збiльшеннi енергiї спонтанно випромiненого фотона iнтерференцiйний кут

зменшується, а величина пiку в ймовiрностi (3.60) зростає.

На рисунку 3.4 представлена парцiальна ймовiрнiсть поглинання трьох

(рис. 3.4a)) i п’яти (рис. 3.4b)) фотонiв кожної iз зовнiшнiх хвиль циркуляр-

ної поляризацiї ( 𝛿1 = −𝛿2 ) як функцiя кута вильоту електрона 𝜃𝑓 .

З рисункiв 3.3, 3.4a) та 3.4b) легко бачити, що ймовiрнiсть процесу в iн-

терференцiйнiй областi на порядок величини перевищує ймовiрнiсть в iншiй

кiнематицi розсiювання. З ростом числа фотонiв, як i слiд було очiкувати для

iмпульсного поля, парцiальна ймовiрнiсть процесiв випромiнювання та погли-

нання зменшується. Це пояснюється перерозподiлом ймовiрностей вимушено-

го випромiнювання-поглинання фотонiв зовнiшнього поля убiк менших зна-

чень для моделi iмпульсної хвилi в порiвняннi з моделлю монохроматичного

поля [169]. Вiдмiтимо, що для релятивiстських енергiй електрона iнтерферен-

цiйна область досить вузька: ∆𝜃f(int) ∼ 0.01∘ . Описаний параметричний iнтер-

ференцiйний ефект може бути виявлений за допомогою детектора з високою

роздiльною здатнiстю по куту та енергiї електрона.

Диференцiальний перерiз (3.52), (3.58), (3.60) для випадку релятивiстських

енергiй електрона можна просумувати по всiх можливих процесах вимушеного

випромiнювання та поглинання фотонiв лазерних хвиль. Пiсля простих пере-

творень одержимо

𝑑𝜎 =
∞∑︁

𝑙±=∞

𝑑𝜎𝑙± = 𝑑𝜎BH

∞∑︁
𝑙±=−∞

𝑊𝑙± = 𝑑𝜎BH. (3.63)
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Рис. 3.4. Парцiальна ймовiрнiсть випромiнювання рiвного числа фотонiв
кожної з хвиль (3.59) в процесi СГВ електрона з енергiєю 𝐸𝑖 = 1.02 МеВ на
ядрi в полi двох iмпульсних хвиль як функцiя кута вильоту електрона 𝜃𝑓 .
Пунктирнi лiнiї вiдповiдають парцiальному процесу в iнтерференцiйнiй
областi (3.61). Кут вльоту електрона 𝜃𝑖 = 𝜋/3 , параметри зовнiшнього

лазерного поля: 𝜂01 = 𝜂02 = 0.2 , 𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ, 𝜏1 = 𝜏2, 𝜌 = 2 .
Рис. a) вiдповiдає випромiнюванню 𝑙+ = 3 фотонiв; рис. б) вiдповiдає

випромiнюванню 𝑙+ = 5 фотонiв.
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Таким чином, для релятивiстських енергiй електрона в областi помiрно сильних

полiв пiсля пiдсумовування по парцiальних процесах всi суттєво квантовi внески

компенсуються та диференцiальний перерiз (3.52) збiгається зi звичайним дифе-

ренцiальним перерiзом гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi (перерiз

Бете-Гайтлера).

При граничному переходi до випадку двох плоских монохроматичних

хвиль спiввiдношення (3.60) набуває вигляду

𝑊𝑙± = 𝐽2
𝑙±

(𝛼± (𝑝𝑓 , 𝑝𝑖)) , (3.64)

i спiввiдношення (3.52), (3.58), (3.64) представляють диференцiальний перерiз

процесу СГВ при розсiюваннi релятивiстського електрона на ядрi в полi двох

плоских монохроматичних хвиль в iнтерференцiйнiй областi. З виразiв (3.60) та

(3.64) видно, що в полi двох iмпульсних хвиль iмовiрнiсть вимушеного випро-

мiнювання та поглинання певного числа фотонiв хвиль визначається середнiм

значенням вiдповiдних ймовiрностей у полi монохроматичних хвиль.

3.1.3. Перерiз процесу у випадку нерелятивiстських енергiй.

Розглянемо випадок нерелятивiстських енергiй електрона. Вiдзначимо, що

в нерелятивiстському випадку класичний параметр (1.13) має смисл швидкостi

осциляцiй електрона в полi хвилi [2,89]. Будемо вивчати процес нерезонансного

СГВ при розсiюваннi нерелятивiстського електрона на ядрi в iнтерференцiйнiй

областi (3.36)-(3.37) в помiрно сильному полi двох iмпульсних хвиль (2.109),

коли швидкiсть осциляцiй електрона в пiку iмпульсу кожної iз хвиль бiльша

або одного порядку зi швидкiстю їх поступального руху

𝜂0𝑗 & 𝑣𝑖,𝑓 ≪ 1. (3.65)

Закон збереження енергiї (3.44) в цьому випадку набуває вигляду

𝑚𝑣2𝑓
2

− 𝑚𝑣2𝑖
2

+ 𝜔′ + 𝑙±𝜔± .
1

𝜔1𝜏1
· 𝜔1 ≪ 𝜔1. (3.66)
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Вiдзначимо, що в дипольному наближеннi значення iнтерференцiйного параме-

тра 𝛼0± (3.62) прямує до нуля. Отже, квантовий iнтерференцiйний параметр

вiдмiнний вiд нуля тiльки з урахуванням релятивiстських поправок по 𝑣𝑖 , тобто

поза рамками дипольного наближення. Так, маємо

𝛼
(𝑣𝑖≪1)
0± (𝑝𝑓 , 𝑝𝑖) = 𝜂01𝜂02

𝑚𝑣𝑖
2𝜔±

(︀
cos 𝜃𝑖 − 𝜌𝑙± cos 𝜃𝑓

)︀
. (3.67)

Тут через параметр 𝜌𝑙± позначено величину

𝜌𝑙± =
|p𝑓 |
|p𝑖|

=

√︃
1 − 2 (𝜔′ + 𝑙±𝜔±)

𝑚𝑣2𝑖
. (3.68)

З урахуванням виразу (3.67) оцiнимо внесок поправок по зовнiшньому лазер-

ному полю в законi збереження (3.66):

|𝑙±|𝜔±

𝑚𝑣2𝑖
.
⃒⃒⃒
𝛼
(𝑣𝑖≪1)
0±

⃒⃒⃒ 𝜔±

𝑚𝑣2𝑖
∼ 𝜂01𝜂02

𝑣𝑖
. 1. (3.69)

Таким чином, на вiдмiну вiд розглянутого ранiше випадку релятивiстських

енергiй електрона, для iнтенсивностi поля 𝜂01𝜂02 ∼ 𝑣𝑖 енергетичними поправка-

ми по лазерному полю в законi збереження енергiї (3.66) знехтувати не можна.

Отримаємо кiнематичнi спiввiдношення для iнтерференцiйної областi у ви-

падку нерелятивiстських енергiй електрона в полi двох iмпульсних хвиль. З

урахуванням закону збереження енергiї (3.66) та iнтерференцiйної умови (3.36)

для кутiв вильоту електрона маємо

sin 𝜃f(int) =
sin 𝜃𝑖
𝜌𝑙±

. (3.70)

Оскiльки функцiя “sin” обмежена, то враховуючи (3.68) та (3.70), маємо обме-

ження на енергiю спонтанно випромiненого фотона у виглядi

𝜔′
max =

1

2
𝑚𝑣2𝑖 cos2 𝜃𝑖 − |𝑙±|𝜔±. (3.71)
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Важливо пiдкреслити, що в розглянутому випадку кут вильоту електрона за-

лежить вiд числа фотонiв першої та другої хвилi, що поглинаються або випро-

мiнюються електроном в процесi розсiювання на ядрi (3.70).

Легко показати, що для нерелятивiстських енергiй електрона загальний

вираз для кута вильоту спонтанно випромiненого фотона (3.37) спрощується до

наступного вигляду:

𝜃′ = 𝜋 − 2𝑣𝑖 sin 𝜃𝑖, (3.72)

тобто, в iнтерференцiйнiй областi фотон вилiтає у вузькому конусi в протиле-

жному напрямку вiдносно поширення хвилi.

Диференцiальний перерiз процесу СГВ нерелятивiстського електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних хвиль в iнтерференцiйнiй областi має вигляд

𝑑𝜎(𝑣𝑖≪1) =
∞∑︁

𝑙±=−∞

𝑑𝜎
(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

. (3.73)

Тут 𝑑𝜎(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

– парцiальний диференцiальний перерiз СГВ з вимушеним випро-

мiнюванням ( 𝑙± > 0 ) або поглинанням ( 𝑙± < 0 ) |𝑙±| фотонiв має вигляд

𝑑𝜎
(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

= 𝑑𝜎
*(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

·𝑊 (𝑣𝑖≪1)
𝑙±

. (3.74)

В нерелятивiстському випадку перерiз 𝑑𝜎
*(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

суттєво залежить вiд рiвного

числа фотонiв обох хвиль i при 𝑙± = 0 переходить у перерiз процесу за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля:

𝑑𝜎
*(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

=
4𝑍2𝛼3

𝜋2𝑚2

𝜌3𝑙±
q4
𝑙±

𝜔′sin2𝜃𝑓 𝑑𝜔
′𝑑Ω𝑓𝑑Ω′, (3.75)

q2
𝑙±

= p2
𝑖

(︁
1 + 𝜌2𝑙± − 2𝜌𝑙± cos 𝜃 + (𝜔′−𝑙±𝜔±)

2
/p2

𝑖

+2
(︀
cos 𝜃𝑖−𝜌𝑙± cos 𝜃𝑓

)︀
(𝜔′−𝑙±𝜔±)/|p𝑖|

)︀
. (3.76)
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Функцiя 𝑊𝑙± у виразi (3.74)– ймовiрность вимушеного випромiнювання або

поглинання рiвного числа фотонiв зовнiшнiх iмпульсних хвиль аргументи якої

залежать вiд числа фотонiв

𝑊
(𝑣𝑖≪1)
𝑙±

=
1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 𝐽2
𝑙±

(︂
𝛼
(𝑣𝑖≪1)
0± exp

{︂
−𝜑2

(︂
𝜏 21
𝜏 22

+ 1

)︂}︂)︂
. (3.77)

Вирази (3.73)-(3.77) визначають диференцiальний нерезонансний перерiз

процесу СГВ нерелятивiстського електрона на ядрi в помiрно сильному полi

двох iмпульсних хвиль в iнтерференцiйнiй областi. Таким чином, на вiдмiну

вiд випадку релятивiстських енергiй та помiрно сильних полiв диференцiаль-

ний парцiальний перерiз СГВ не факторизується на перерiз гальмiвного випро-

мiнювання електрона на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля та ймовiрнiсть

випромiнювання (поглинання) певної кiлькостi фотонiв зовнiшнього поля. Та-

ка факторизацiя має мiсце лише для бiльш слабких полiв 𝜂01𝜂02 ≪ 𝑣𝑖 , коли

енергетичний внесок по вимушеним процесам можна вважати несуттєвим.

На рисунку 3.5 представлена парцiальна ймовiрнiсть випромiнювання рiв-

ного числа фотонiв для кожної iмпульсної хвилi iз циркулярною поляризацiєю

( 𝛿1 = −𝛿2 ) у процесi нерезонансного СГВ нерелятивiстського (𝑣𝑖 = 0.05 ) еле-

ктрона на ядрi як функцiя кута вильоту електрона 𝜃𝑓 (див. (3.59) i (3.61) у

нерелятивiстському випадку, поза рамками дипольного наближення). Аналогi-

чно до випадку на рис. 3.3 розглянуто два випадки з рiзними значеннями енергiї

спонтанного фотона та заданими параметрами зовнiшнього iмпульсного поля i

початковою геометрiєю.

Як видно з рис. 3.5 та спiввiдношення (3.70), положення iнтерференцiйної

областi та величина ймовiрностi залежать вiд енергiї спонтанно випромiненого

фотона. Так, при збiльшеннi його частоти iнтерференцiйний кут 𝜃f(int) змен-

шується, а ймовiрнiсть зростає. У порiвняннi з релятивiстським випадком тут

кутова ширина бiльша: ∆𝜃f(int) ∼ 1∘ . При цьому ймовiрнiсть парцiального про-

цесу в iнтерференцiйнiй областi для нерелятивiстських енергiй електрона на

порядок величини перевищує ймовiрнiсть в iншiй геометрiї розсiювання.
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Рис. 3.5. Парцiальна ймовiрнiсть випромiнювання трьох фотонiв 𝑙+ = 3 для
кожної iмпульсної хвилi в процесi нерезонансного СГВ нерелятивiстського

електрона (𝑣𝑖 = 0.05 ) на ядрi як функцiя кута вильоту електрона 𝜃𝑓 .
Кут вльоту електрона: 𝜃𝑖 = 𝜋/6 . Пунктирнi лiнiї вiдповiдають процесу в

iнтерференцiйнiй областi (3.70). Кривi лiворуч вiдповiдають енергiї
спонтанного фотона 𝜔′ = 0.2 кеВ, кривi праворуч - 𝜔′ = 0.1 кеВ. Параметри
зовнiшнього поля: 𝜂01 = 𝜂02 = 0.2 , 𝜏1 = 𝜏2 , 𝜌 = 2 , 𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ.

На рис. 3.6 представлене вiдношення диференцiального перерiзу СГВ нере-

лятивiстського електрона на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль, пiдсумованого

по всiх парцiальних процесах поглинання i випромiнювання, до перерiзу галь-

мiвного випромiнювання за вiдсутностi зовнiшнього поля як функцiя iнтерфе-

ренцiйного кута вильоту електрона 𝜃f(int) (3.70):

𝑅 =

∑︀
𝑙±
𝑑𝜎

(𝑣𝑖≪1)
±

𝑑𝜎
(𝑣𝑖≪1)
BH

=
∑︁
𝑙±

𝜌3𝑙±
q4
𝑙±=0

q4
𝑙±

·𝑊 (𝑣𝑖≪1)
𝑙±

. (3.78)

Як видно з рисунку 3.6, на вiдмiну вiд випадку релятивiстських енергiй

електрона, перерiз процесу, пiдсумований по парцiальних процесах, може сут-

тєво вiдрiзнятися вiд перерiзу гальмiвного випромiнювання за вiдсутностi зов-
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Рис. 3.6. Вiдношення диференцiального перерiзу СГВ електрона на ядрi в полi
двох iмпульсних хвиль, пiдсумованого по всiх парцiальних процесах, до

перерiзу гальмiвного випромiнювання за вiдсутностi зовнiшнього поля (3.78)
як функцiя iнтерференцiйного кута вильоту 𝜃f(int) (3.70). Обчислення

проводилися при наступних параметрах зовнiшнiх хвиль: 𝜂01 = 𝜂02 = 0.2 ,
𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ, 𝜏1 = 𝜏2 , 𝜌 = 2 ; початковiй швидкостi електрона
𝑣𝑖 = 0.05 та рiзних значеннях енергiї спонтанно випромiненого фотона:

суцiльна крива вiдповiдає енергiї фотона 𝜔′ = 0.5 кеВ; пунктирна крива –
𝜔′ = 0.3 кеВ.

нiшнього поля. Також видно, що в iнтерференцiйнiй областi маємо дiапазон

кутiв вильоту електрона, для якого вiдношення перерiзiв (3.78) бiльше одиницi.

Так, для енергiй спонтанно випромiненого фотона 𝜔′ = 0.3 keV , для невеликих

кутiв вильоту (кути вльоту близькi 𝜋 ) пiдсумований по всiх процесах випро-

мiнювання та поглинання фотонiв зовнiшнiх хвиль перерiз на 30% перевищує

перерiз процесу без зовнiшнього поля. З ростом енергiї спонтанно випромiне-

ного фотона дане вiдношення зростає. Так, для 𝜔′ = 0.5 keV пiдсумований

перерiз перевищує звичайний майже в 2 рази. Однак зi збiльшенням iнтерфе-

ренцiйного кута вильоту 𝜃f(int) вiдношення перерiзiв (3.78) падає, а, починаючи

з деякого кута, перерiз у зовнiшньому iмпульсному полi стає меншим за перерiз

за вiдсутностi зовнiшнього поля.
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Слiд пiдкреслити, що параметричний iнтерференцiйний ефект проявля-

ється у визначенiй кiнематичнiй областi. Отже, експериментальна перевiрка

результатiв на рис. 3.3-3.5 можлива тiльки при вимiрюваннi диференцiальних

характеристик поперечного перерiзу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпуль-

сних хвиль. Для цiєї мети процес гальмiвного випромiнювання повинен розгля-

датися в площинi, яка визначається початковим iмпульсом електрона i хвильо-

вим вектором лазерного поля. Спонтанний фотон повинен спостерiгатися при

полярному кутi (3.37) в дiапазонi енергiй (0, 𝜔′
max) . Закон збереження енергiї

(3.44) дозволяє визначити число фотонiв 𝑙± , якщо енергiя фотона гальмiвного

випромiнювання i енергiя електрона в кiнцевому станi вимiрюються одночасно

при обраному кутi спостереження. З iншого боку, при вiдборi процесiв iз зада-

ними енергiями спонтанного фотона та кiнцевого електрона можна отримати

кутовий розподiл перерiзу СГВ для конкретного парцiального процесу. Для

лазерних систем з напруженiстю поля ∼ 1017 В · cм−2 значний ефект передба-

чається для нерелятивистскої енергiї електронiв i енергiй спонтанного фотона

∼ 0.1 кеВ. Слiд зазначити, що експериментальне дослiдження тонкої структури

енергетичного спектра електрона i кутового розподiлу можливе за допомогою

вимiрювального обладнання з високою роздiльною здатнiстю (< 5 eV ).

Наведенi вище мiркування справедливi i по вiдношенню до перевiрки ре-

зультатiв на рис. 3.6, за винятком необхiдностi вимiрювання енергiї електро-

на в кiнцевому станi. Вiдзначимо також, що фоном вiд процесу нелiнiйно-

го комптонiвського розсiювання можна знехтувати. Ймовiрнiсть такого лазер-

iндукованого процесу суттєво залежить вiд напруженостi поля (∼ 𝜂20𝑗) i по-

рiвняно мала для вибраних параметрiв задачi. Отриманi результати можуть

бути перевiренi експериментально, наприклад, за допомогою наукових устано-

вок на джерелах iмпульсного лазерного випромiнювання (SLAC, FAIR, XFEL,

ELI, XCELS).
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3.2. Резонансний процес гальмiвного випромiнювання в полi двох

лазерних хвиль

3.2.1. Кiнематичнi особливостi процесу гальмiвного випромiню-

вання в полi двох хвиль.

Розглянемо резонансну кiнематику в межах iнтерференцiйної областi. Як

було показано в роботах [161,162] кiнематика процесу СГВ в полi двох лазерних

хвиль iдентична для першої та другої дiаграм. Бiльше того, розсiювання еле-

ктрона на ядрi та випромiнювання спонтанного фотону вiдбувається в площинi,

що утворена початковим iмпульсом електрона та хвильовим вектором лазерно-

го поля. Тому азимутальнi кути електрона в початковому i кiнцевому станi та

азимутальний кут вильоту фотона рiвнi:

𝜙′ = 𝜙𝑓 = 𝜙𝑖. (3.79)

У той же час полярнi кути й iмпульси частинок пов’язанi спiввiдношення-

ми (3.36)–(3.37), якi перепишемо наступним чином

cot
𝜃′

2
= 𝑎𝑖, 𝑎𝑓 = 𝑎𝑖, 𝑎𝑖,𝑓 ≡ |p𝑖,𝑓 |

(�̃�𝑝𝑖,𝑓)
sin 𝜃𝑖,𝑓 , (3.80)

Важливо вiдзначити, що iнтерференцiйнi умови (3.80) для процесiв спон-

танного випромiнювання фотона та розсiювання електрона на ядрi можуть

виконуватися незалежно один вiд одного. Наприклад, процес випромiнюван-

ня проходить в iнтерференцiйнiй областi (пiд кутом (3.80)), а полярний кут

електрона пiсля розсiювання на ядрi може бути довiльним.

Спiввiдношення (3.38), що показують виродження спецiальних функцiй в

iнтерференцiйнiй областi для циркулярної поляризацiї лазерних хвиль, в за-

гальному випадку зручно представити в наступнiй формi

𝐼𝑛1𝑛2
(𝜑) = e−𝑖𝑛1Δ𝐽𝑛1

(𝛼±(𝜑)) 𝛿𝑛1,±𝑛2
, (3.81)
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де 𝛿𝑛1,±𝑛2
символ Кронекера. Позначимо через

𝜔𝑎𝑏 ≡ 𝑠1𝜔1 + 𝑠2𝜔2 (3.82)

енергiю, яка поглинається електроном iз зовнiшнього лазерного поля при спон-

танному випромiнюваннi фотона. З явного вигляду (3.19) легко бачити, що в

iнтерференцiйнiй областi (3.79)-(3.80) кiлькiсть фотонiв першої i другої хвилi

( 𝑠1, 𝑠2 ) рiвна або вiдрiзняється на одиницю. Отже, величина (3.82) може бути

визначена таким чином

𝜔𝑎𝑏 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑠1 (𝜔1 + 𝜔2) , 𝑠1 = 𝑠2,

𝑠1 (𝜔1 + 𝜔2) + 𝜔2, 𝑠1 = 𝑠2 − 1,

𝑠1 (𝜔1 + 𝜔2) − 𝜔2, 𝑠1 = 𝑠2 + 1.

(3.83)

Вираз (3.83) показує, що в такий спосiб процеси випромiнювання-поглинання

фотонiв першої та другої хвилi корелюють мiж собою. Детальнiше iнтерферен-

цiйна кiнематика процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох хвиль розглянута

в попередньому пiдроздiлi.

Разом з iнтерференцiйною кiнематикою в процесi СГВ електрона на ядрi

в зовнiшньому полi можна видiлити резонансну кiнематику. Вона пов’язана з

можливiстю виходу електрона в промiжному станi на масову поверхню i зумов-

лена виконанням закону збереження енергiї-iмпульсу для складових процесу

другого порядку за постiйною електромагнiтної взаємодiї. Амплiтуда процесу

СГВ електрона на ядрi в полi двох хвиль має резонансний характер, коли ви-

конуються умови

𝑞2𝑖,𝑓 −𝑚2 .
(𝑘1𝑞𝑖,𝑓)

𝜔1𝜏1
, (3.84)

як це легко бачити з виразiв (3.11), (3.12) та (3.18). Отже, в умовах резонансу

4-iмпульс електрона в промiжному станi лежить поблизу масової поверхнi. При

дослiдження резонансних властивостей перерiзiв лазер-модифiкованих процесiв

КЕД в областi помiрно сильних полiв в амплiтудi переходу слiд зберiгати додан-
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Рис. 3.7. Резонансна дiаграма Фейнмана для процесу СГВ електрона на ядрi в
полi двох iмпульсних свiтлових хвиль.

ки, що пропорцiйнi першому порядку по iнварiантному параметру 𝜂0 . Отже, у

виразах для амплiтуди (3.16)-(3.17) слiд зберегти всi доданки.

Iнтерференцiя резонансних амплiтуд, що вiдповiдають дiаграмам a) та b)

на рисунку. 3.1 (не пов’язана з iнтерференцiєю лазерних хвиль), можлива при

одночасному виконаннi умови (3.84) для електрона в станах з 4-iмпульсами

𝑞𝑖 i 𝑞𝑓 . Як показано в роботах [159, 163, 171], це реалiзується, коли електрон

розсiюється на малi кути

𝜃 = ∠ (p𝑖,p𝑓) ∼ (1 − (𝑛𝑝𝑖)/𝐸𝑖) · 𝜔±/|p𝑖| ≪ 1. (3.85)

Виключимо з розгляду розсiювання на такi малi кути i надалi будемо вивчати

резонанснi властивостi лише дiаграми а) (див. рисунок 3.7).

Розглянемо процес СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль

у випадку, коли iнтерференцiйна кiнематика спiвпадає з резонансною кiнема-

тикою. Зафiксуємо кут вильоту спонтанно випромiненого фотона вiдповiдно до

умови (3.80). Таким чином, процес випромiнювання протiкає в iнтерференцiйнiй

областi i вiдбувається за рахунок корельованого випромiнювання i поглинання

фотонiв з першої та другої хвилi. Для зручностi представимо вирази, що ви-

значають величини 𝑞𝑖 та 𝑞 (3.13) для амплiтуди на дiаграмi а) на рисунку 3.7,
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як закони збереження для кожної з вершин⎧⎨⎩ 𝑝𝑖 + 𝑠1𝑘1 + 𝑠2𝑘2 = 𝑞𝑖 + 𝑘′,

𝑞 = 𝑝𝑓 − 𝑞𝑖 + (𝑙1 + 𝑠1) 𝑘1 + (𝑙2 + 𝑠2) 𝑘2;
(3.86)

За резонансних умов (3.84) закони збереження справедливi тiльки для зна-

чень 𝜔𝑎𝑏 > 0 . Отримаємо, що функцiя 𝑀𝜇
𝑠1,𝑠2

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖, 𝜁) (див. (3.17)) в умовах ре-

зонансу визначає амплiтуду процесу випромiнювання електроном з 4-iмпульсом

𝑝𝑖 фотона з 4-iмпульсом 𝑘′ за рахунок поглинання енергiї 𝜔𝑎𝑏 (3.82) iз зовнi-

шнього лазерного поля. Цей процес для випадку однiєї зовнiшньої електрома-

гнiтної хвилi розглядався в роботi [40]. Величина 𝑀 0
𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

(𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜁) (3.16) з

урахуванням величини переданого 4-iмпульсу 𝑞 (див. друга рiвнiсть (3.86)) ви-

значає амплiтуду розсiювання електрона з 4-iмпульсом 𝑞𝑖 на ядрi в полi двох

iмпульсних хвиль з поглинанням або випромiнюванням |𝑙1 + 𝑠1| фотонiв пер-

шої хвилi та |𝑙2 + 𝑠1| фотонiв другої хвилi. Цей процес для випадку однiєї еле-

ктромагнiтної хвилi в нерелятивiстському випадку вивчався Бункiним i Фе-

доровим [49], у загальному релятивiстському випадку – Денисовим i Федоро-

вим [104]. У полi двох iмпульсних хвиль розсiяння електрона на ядрi описано в

попередньому роздiлi, результати опублiкованi в роботах [19–21,30].

Таким чином, процес резонансного СГВ електрона на ядрi в полi двох iм-

пульсних хвиль ефективно зводиться до двох послiдовних процесiв першого

порядку за постiйною тонкої структури. Це випромiнювання фотона електро-

ном у полi двох iмпульсних хвиль i розсiяння електрона на ядрi в полi двох

iмпульсних хвиль (див. рисунок 3.7). Легко перевiрити, що при паралельно-

му русi спонтанно випромiненого фотона i фотонiв зовнiшнiх iмпульсних хвиль

резонансний процес СГВ не спостерiгається.

Взявши до уваги вираз (3.86), ми можемо знайти енергiю (частоту) спон-

танного фотона в умовах резонансу [159,163,171] для дiапазону помiрно сильних

полiв (2.109). З точнiстю до нульового порядку по малому параметру (𝜔1𝜏1)
−1
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резонансна частота визначається наступним чином:

𝜔′
𝑟𝑒𝑠 ≡ 𝜔′

𝑖

1

1 + 𝑑𝑖
, 𝜔′

𝑖 = 𝜔𝑎𝑏
(𝑛𝑝𝑖)

(𝑛′𝑝𝑖)
, (3.87)

𝑛′ =
𝑘′

𝜔′ = (1,n′) , 𝑑𝑖 = 𝜔𝑎𝑏
(𝑛𝑛′)

(𝑛′𝑝𝑖)
. (3.88)

З виразiв (3.87) та (3.88) легко бачити, що в досить широкому дiапазонi

енергiй електронiв та кутiв розсiювання справедливо: 𝑑𝑖 ≪ 1 (за винятком уль-

трарелятивiстських електронiв з енергiєю порядку ∼ 𝑚2/𝜔1,2 , що рухаються у

вузькому конусi близько до напрямку поширення спонтанно випромiненого фо-

тона). Тому резонанси в основному спостерiгаються, коли частота спонтанного

фотона дорiвнює 𝜔′
𝑖 (3.87).

В iнтерференцiйнiй областi (3.79) та (3.80), резонансна частота фотона мо-

же бути виражена через кути та енергiю електрона в початковому станi в на-

ступному виглядi

𝜔′
𝑟𝑒𝑠 = 𝜔𝑎𝑏

1 + 𝑎2𝑖
1 − 𝑎2𝑖 + 𝑎𝑖 cot 𝜃𝑖

(3.89)

З виразiв (3.87)-(3.89) легко бачити, що можна видiлити чотири характернi

областi резонансних частот 𝜔𝑖 : випадок нерелятивiстських енергiй 𝜔𝑖 ≈ 𝜔1,2 ;

граничний випадок ультрарелятивiстських енергiй, коли електрон рухається у

вузькому конусi з фотонами зовнiшнього поля 𝜔𝑖 ≪ 𝜔1,2 ; ультрарелятивiст-

ський випадок з електроном у вузькому конусi зi спонтанно випромiненим фо-

тоном 𝜔𝑖 ≫ 𝜔1,2 ; в iнших випадках 𝜔𝑖,𝑓 ∼ 𝜔1,2 .

Таким чином, для процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль можлива одночасна реалiзацiя резонансних та iнтерференцiй-

них умов. Зокрема, ефекти будуть спостерiгатися при спонтанному випромiню-

вання фотону з енергiєю (3.87)-(3.89) пiд кутом вильоту (3.80).
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3.2.2. Зворотне розсiювання Комптона.

В рамках дослiдження резонансних властивостей процесу гальмiвного ви-

промiнювання електрона на ядрi в лазерному полi розглянемо процес випромi-

нювання фотона електроном в особливiй кiнематицi, коли ультрарелятивiст-

ський електрон пiд малим кутом зiштовхується с лазерним iмпульсом. Цей

процес ще називають зворотнiм розсiюванням Комптона. Розглянемо особли-

востi формування випромiнювання та дослiдимо вплив iмпульсного характеру

зовнiшнього лазерного поля на спектральний склад випромiнювання в процесi

зворотного розсiювання Комптона.

У рамках квантової теорiї процес розсiювання фотона електроном був опи-

саний Клейном та Нiшиною [226]. Процес випромiнювання фотона електроном

в лазерному полi (багатофотонний лазерно-iндукований ефект Комптона) ви-

вчався в роботах Рiтуса та Нiкiшова [2,249] для моделi монохроматичної хвилi.

Експериментальне дослiдження процесу для потужних iмпульсних лазерних по-

лiв було проведено в рамках експерименту E144 в Стенфордськiй нацiональнiй

лабораторiї SLAC [5]. Результати експерименту пояснили Нарожний та Фофа-

нов [40] в рамках моделi квазiмонохроматичної хвилi.

Науковий iнтерес у вивченнi зворотного розсiювання Комптона лазерно-

го випромiнювання викликаний з можливiстю генерування фотонiв з енергiєю

значно бiльшою за енергiю лазерного кванта. Запишемо закон збереження 4-

iмпульсу для процесу розсiювання фотонiв лазерного поля на електронi:

𝑝𝑖 + 𝑛𝑘 = 𝑝𝑓 + 𝑘𝑋 , (3.90)

де 𝑝𝑖 , 𝑝𝑓 – 4-iмпульси електрона у початковому та кiнцевому станi, вiдповiдно;

𝑘 – 4-iмпульс фотона лазерного поля; 𝑛 – кiлькiсть фотонiв лазерного поля,

що поглинає електрон; 𝑘𝑋 – 4-iмпульс випромiненого фотона. Будемо вважати,

що електрон з релятивiстським фактором 𝛾 = 𝐸𝑖/𝑚 ≫ 1 зiштовхується с

лазерним iмпульсом пiд малим кутом 𝜃𝑖 = 𝜋 − ∠ (k,p𝑖) . Тодi нескладними
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перетвореннями отримаємо вираз для енергiї розсiяного фотона у виглядi:

𝜔𝑋 ≈ 2𝛾2 · 𝑛𝜔 (1 + cos 𝜃𝑖)

1 + 𝛾2𝜃2
, (3.91)

де 𝜃 ∼ 1/𝛾 – кут вильоту фотонiв вiдносно початкового напрямку руху еле-

ктронiв. Як i слiд було чекати, вираз (3.91) повнiстю узгоджується з спiввiдно-

шенням (3.87). Легко бачити, що розсiюванню оптичних фотонiв (𝜔 ∼ 1 еВ)

на ультрарелятивiстських електронах МеВ-них енергiй (𝛾 ∼ 102 ) вiдповiдає

випромiнювання в рентгенiвському дiапазонi (𝜔 ∼ 104 ). Збiльшення енергiї

фотонiв, що випромiнює електрон, можна пояснити ефектом Доплера. Так, в

системi спокою електрона енергiя фотона лазерного поля набуває змiщення Ло-

ренца в бiк суттєво бiльших значень, що дає випромiнювання жорстких фотонiв

в лабораторнiй системi. В той же час при випромiнюваннi iмпульс електрона

суттєво не змiнюється, тому закон збереження iмпульсу вказує на випромiню-

вання фотонiв у вузькому дiапазонi кутiв вздовж початкового руху електрона.

Ефект зворотного розсiювання Комптона використовують для генеруван-

ня вузько направленого квазiмонохроматичного рентгенiвського випромiнюва-

ння, зокрема в проєктi ThomX [245–247]. Його метою є створення компактного

джерела рентгенiвського випромiнювання на базi прискорювача електронiв з

номiнальною енергiєю 50 МеВ та лазерної системи. Зауважимо, що для iнтен-

сивностей лазера ( 𝐼𝑝 ∼ 1 ГВт/см 2 ), що використовується в установцi ThomX,

переважає процес вимушеного поглинання одного фотона (𝑛 = 1 ) i багатофо-

тоннi ефекти не проявляється. Таким чином, ми маємо однофотонний процес

комптонiвського розсiювання на електронi, який подiбний до описаного в роботi

Клейна та Нiшини [226].

Деякi питання вiдносно процесу зворотного розсiювання Комптона залиша-

ються малодослiдженими. Зокрема, аналiтичне дослiдження впливу спектраль-

ного розподiлу та форми лазерного iмпульсу на кутовi та спектральнi характе-

ристики пучка рентгенiвських фотонiв, яке ми пропонуємо на прикладi проє-

кту ThomX [38]. Визначення характеристик спектрального та кутового розподi-

лу рентгенiвських променiв є дуже важливим для можливостей їх подальшого
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практичного застосування. Кожен метод дослiдження з використанням рент-

генiвського випромiнювання накладає певнi вимоги на характеристики рент-

генiвського випромiнювання (iнтенсивнiсть, когерентнiсть, розбiжнiсть, лiнiйнi

розмiри тощо). Зокрема, бiльшiсть методiв рентгенiвського фазового контрасту

потребують квазiмонохроматичного рентгенiвського випромiнювання з високою

просторовою когерентнiстю.

Для визначення зв’язку спектрального розподiлу та форми лазерного iм-

пульсу з характеристиками пучка рентгенiвських фотонiв використаємо модель

квазiмонохроматичної хвилi (2.2)-(2.4). Врахування iмпульсного характеру по-

ля в першу чергу дає невизначенiсть в законi збереження енергiї. Спектраль-

ний розподiл лазерного iмпульсу має кiнцеве значення (∼ (𝜔𝜏)−1 ). Ця ширина

спектральних лiнiй природним чином визначає спектральну ширину рентгенiв-

ських променiв з формули (3.91).

Таким чином, ми можемо узагальнити формулу Клейна-Нiшини у випадку,

коли зовнiшнє лазерне поле має iмпульсний характер. Диференцiальна ймовiр-

нiсть зворотного розсiювання Комптона може бути представлена у виглядi:

𝑑𝑊

𝑑𝜔𝑋
= 𝐾𝐾𝑁 · 𝜏

𝜏𝑒

∫︁ 𝜏𝑒/𝜏

0

𝑑𝜉

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜉′ · 𝑔 (𝜉) 𝑔 (𝜉′)×

× 𝜏

2𝜋
cos (𝜏 (𝜔𝑋 + 𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 − 𝜔) (𝜉′ − 𝜉)) . (3.92)

Тут 𝜉 = 2𝜙/𝜔𝜏 – безрозмiрна фаза лазерної хвилi; 𝜏𝑒 – тривалiсть пучка еле-

ктронiв. Функцiя 𝐾𝐾𝑁 у виразi (3.92) визначається з формули Клейна-Нiшини:

𝑑𝑊𝐾𝑁 = 𝐾𝐾𝑁 · 𝛿 (𝜔𝑋 + 𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 − 𝜔) 𝑑𝜔𝑋 . У граничному випадку монохрома-

тичної хвилi, 𝜔𝜏 → ∞ , 𝑔 (𝜙/𝜔𝜏) → 1 , диференцiальна ймовiрнiсть (3.92), як i

слiд було очiкувати, збiгається з виразом Клейна-Нiшини [226].

На рисунку 3.8 показано спiввiдношення 𝑑𝑊/𝐾𝐾𝑁 для моделi квазiмо-

нохроматичної хвилi як функцiя енергiї рентгенiвського фотона поблизу хара-

ктерних значень (3.91) для параметрiв проєкту ThomX: 𝜔 = 1, 23 еВ, 𝜏 = 1 пс,

𝜔𝜏 ≈ 1000 , 𝐸𝑖 = 50 МеВ (𝛾 ≈ 100 ), 𝜏𝑒 = 20 пс. Ця залежнiсть визначає
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Рис. 3.8. Розширення рентгенiвського спектру, спричинене iмпульсним
характером лазерного поля для типового лазерного iмпульсу ThomX та

параметрiв електронного пучка. Кут випромiнювання 𝜃 = 1/𝛾 . Суцiльна лiнiя
вiдповiдає огинаючiй функцiї у виглядi функцiї Гауса 𝑔 (𝜉) = exp

(︀
−𝜉2

)︀
,

пунктирна лiнiя вiдповiдає функцiї Лоренца 𝑔 (𝜉) =
(︀
1 + 𝜉2

)︀−1 .

розширення спектра рентгенiвського випромiнювання, що спричинюється iм-

пульсною природою зовнiшнього поля. Це розширення має велике принципове

значення, оскiльки воно спостерiгається для всiх кутiв вильоту фотонiв.

Як показує аналiз, iмпульсне лазерне поле з тривалiстю в пiкосекундному

дiапазонi дає розширення рентгенiвської спектральної лiнiї ∆𝜔𝑋/𝜔𝑋 ∼ 10−3 .

Це значення можна порiвняти з вiдповiдними розширеннями, що спричиненi

iншими факторами: розподiл по енергiї електронного пучка (∆𝐸𝑖/𝐸𝑖 ∼ 10−3 ),

розмiри поперечного перерiзу електронного пучка (∼ 10𝜇𝑚 ), якi визначають

розмiри активної зони джерела випромiнювання.

Досить важливо, що ширина спектральної лiнiї лазерного випромiнювання

∆𝜔 ∼ 10−3 еВ дає розширення спектру рентгенiвських променiв величиною

одного порядку з розширенням, що викликанi доплерiвською шириною енергiї

пучка електронiв ∆𝐸𝑖 ∼ 104 еВ!
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3.2.3. Параметри багатофотонностi в спецiальнiй кiнематицi.

У поданiй роботi розвинуто методику дослiдження резонансних процесiв

КЕД в iмпульсному лазерному полi. Так, усунення нефiзичної резонансної роз-

бiжностi досягається в рамках математичного формалiзму без застосування фе-

номенологiчної процедури Брейта-Вiгнера. Умова (3.18) дозволяє iстотно спро-

стити iнтегрування в амплiтудi процесу (3.11)∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜁

exp {𝑖𝜁𝜔1𝜏1 (𝜑2 − 𝜑1)}
𝑞2𝑖 −𝑚2 + 2𝜁 (𝑘1𝑞𝑖) + 𝑖0

= −𝑖𝜋exp { 𝑖𝛽𝑖 (𝜑1 − 𝜑2)}
(𝑘1𝑞𝑖)

H(𝜑1 − 𝜑2) . (3.93)

Тут, H(𝜑2 − 𝜑1) – функцiя Хевiсайда; 𝛽𝑖 – резонансний параметр, який описує

резонансний процес СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль

𝛽𝑖 ≡
𝑞2𝑖 −𝑚2

4 (𝑛𝑞𝑖)
𝜏 =

(︂
1 − 𝜔′

𝜔′
𝑟𝑒𝑠

)︂
𝜔𝑎𝑏𝜏

2
. (3.94)

Як видно з виразу (3.94), величина параметра 𝛽𝑖 визначається кiнематикою

процесу i характеристиками зовнiшнiх iмпульсних хвиль. Значення цього пара-

метра визначає, наскiльки 4-iмпульс промiжного електрона близький до масової

поверхнi або наскiльки частота спонтанного фотона близька до резонансної ча-

стоти. Важливо пiдкреслити, що при спонтанному випромiнюваннi фотона в

iнтерференцiйнiй областi (3.79) i (3.80) резонансна частота фотона (3.87)-(3.89)

визначається кiлькiстю фотонiв першої i другої хвилi. Таким чином, спостере-

ження резонансного пiку на такiй частотi в напрямi (3.79) i (3.80) може служити

експериментальним пiдтвердженням резонансного параметричного iнтерферен-

цiйного ефекту.

Амплiтуда процесу СГВ електрона на ядрi в iнтерференцiйнiй областi для

циркулярної поляризацiї зовнiшнiх лазерних хвиль (3.8) визначається функцiя-

ми Бесселя цiлого порядку. Як уже зазначалося, вигляд аргументiв цих функцiй

може iстотно змiнюватися в залежностi вiд кiнематики процесу. Визначимо яв-

ний вигляд i порядок величини параметрiв багатофотонностi 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (3.22)

та 𝛼0± (𝑝, 𝑝′) (3.25) для процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних
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хвиль в умовах резонансу (3.87) при спонтанному випромiнюваннi фотона в

iнтерференцiйнiй областi (3.80).

Вiдмiтимо кiлька корисних спiввiдношень мiж згортками 4-векторiв части-

нок, що беруть участь в процесi СГВ електрона на ядрi у випадку випромiню-

вання на резонанснiй частотi (3.87):

(𝑞𝑖𝑝𝑖) = 𝑚2 + 𝜔𝑎𝑏 (𝑛𝑘′)

(𝑘′𝑝𝑖) = 𝜔𝑎𝑏 (𝑛𝑞𝑖) .
(3.95)

Для процесу спонтанного випромiнювання фотона електроном параметри

Бункiна-Федорова (3.22) та iнтерференцiйний параметр (3.25) з урахуванням

спiввiдношень (3.95) можуть бути представленi у виглядi

𝛾
(𝑒)
0𝑗 ≡ 𝛾0𝑗 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) = 2𝜂0𝑗

𝜔𝑎𝑏

𝜔𝑗

√︃
𝑢′

𝑢𝑎𝑏

(︂
1 − 𝑢′

𝑢𝑎𝑏

)︂
, (3.96)

𝛼
(𝑒)
0± ≡ 𝛼0± (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) = 2𝜂01𝜂02

𝜔𝑎𝑏

𝜔±

𝑢′

𝑢𝑎𝑏
. (3.97)

Тут введенi релятивiстськi iнварiантнi параметри

𝑢𝑎𝑏 = 2𝜔𝑎𝑏
(𝑛𝑝𝑖)

𝑚2
, 𝑢′ =

(𝑛𝑘′)

(𝑛𝑞𝑖)
. (3.98)

Вiдмiтимо також, що параметри (3.96) та (3.97) в умовах резонансу стають кла-

сичними i фактично визначаються величиною параметрiв 𝜂01 та 𝜂02 . У цьому

випадку в дiапазонi iнтенсивностей (2.109) маємо

𝛼
(𝑒)
0± ∼ 𝜂01𝜂02 ≪ 1, 𝛾

(𝑒)
0𝑗 . 𝜂0𝑗 ≪ 1. (3.99)

Отже, основний внесок у резонансний перерiз в областi помiрно сильних полiв

(2.109) дають парцiальнi процеси з малими числами фотонiв ( 𝑠1,2 = 1; 0 ), коли

функцiї Бесселя мають найбiльше значення. Легко бачити, що в iнтерференцiй-

нiй областi (3.79) i (3.80) виконується умова: 𝛾(𝑒)0𝑗 = 0 → 𝑢′ = 𝑢𝑎𝑏 .



167

Для процесу розсiювання електрона на ядрi параметри Бункiна-Федорова

(3.22) зручно представити через параметри (3.80) у виглядi

𝛾
(𝑠)
0𝑗 ≡ 𝛾0𝑗 (𝑝𝑓 , 𝑞𝑖) = 𝜂0𝑗

𝑚

𝜔𝑗

√︁
𝑎2𝑖 + 𝑎2𝑓 − 2𝑎𝑖𝑎𝑓 cos (𝜙𝑓 − 𝜙𝑖). (3.100)

Легко бачити, що в iнтерференцiйних умовах (3.79) i (3.80) 𝛾(𝑠)0𝑗 = 0 . При цьому

для процесу розсiювання електрона на ядрi в полi двох хвиль в iнтерференцiй-

нiй областi (3.79) та (3.80) в умовах резонансу (3.87) iнтерференцiйний параметр

(3.25) якiсно не змiнюється i має наступний порядок величини

𝛼
(𝑠)
0± ≡ 𝛼0± (𝑝𝑓 , 𝑞𝑖)∼𝜂01𝜂02

𝑚

𝜔±
≫ 1. (3.101)

Таким чином, процес розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних

хвиль має багатофотонний характер.

3.2.4. Амплiтуда процесу в спецiальнiй кiнематицi.

Розглянемо випадок циркулярної поляризацiї лазерних хвиль, коли векто-

ри напруженостей полiв обертаються в протилежному напрямi:

𝛿1 = −𝛿2 = 1. (3.102)

Виберемо огинаючi функцiї для 4-потенцiалiв iмпульсних хвиль (2.84) з рiв-

ною тривалiстю 𝜏 = 𝜏1 = 𝜏2 як функцiї Гауса, що залежать вiд безрозмiрних

хвильових змiнних:

𝑔1 (𝜑1,2) = 𝑔2 (𝜑1,2) = exp
{︀
−𝜑21,2

}︀
, 𝜑1,2 ≡

𝜙1,2

𝜔1,2𝜏
. (3.103)

Розглянемо резонансний процес СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль в iнтерференцiйнiй областi (3.79) i (3.80) для дiаграми а) (див.

рисунок 3.7) при поглинаннi в першiй вершинi малої кiлькостi фотонiв зовнi-
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шнього лазерного поля:

𝑠1,2 = 1; 0, 𝑠1𝜔1 + 𝑠2𝜔2 > 0, 𝜔1 > 𝜔2. (3.104)

За таких умов спонтанний фотон вилiтає в заданому напрямi (3.79) i (3.80)

з частотою близькою до резонансної частоти (3.87). Для огинаючих потенцiалiв

iмпульсних хвиль (3.103) та дiапазону помiрно сильних iнтенсивностей (2.109),

пiсля простих перетворень амплiтуда резонансного СГВ електрона на ядрi в

полi двох iмпульсних хвиль може бути представлена у виглядi

𝑆
(𝑎)
𝑓𝑖 =

∞∑︁
𝑙1,𝑙2=−∞

𝑆
(𝑎)
𝑙1𝑙2
, 𝑆

(𝑎)
𝑙1𝑙2

= −𝑖 𝑍𝑒3
√
𝜋√︀

2𝜔′𝐸𝑖𝐸𝑓

𝐵
(𝑎)
𝑙1𝑙2
. (3.105)

У силу оцiнки (3.99) частина амплiтуди процесу (3.17), яка вiдповiдає випромi-

нюванню фотона електроном, може бути розвинена в ряд за малими параметра-

ми 𝜂01 та 𝜂02 . Тодi, використовуючи спiввiдношення (3.93) i вигляд огинаючих

функцiй (3.103), проiнтегруємо по хвильовiй змiннiй 𝜑2 (𝜑1 → 𝜑 ):

𝐵
(𝑎)
𝑙1𝑙2

= −𝑖𝜋
√
𝜋𝜏 2

2 (𝑛𝑞𝑖)

∫︁
𝑑𝜑

exp {𝑖𝑞0𝜏𝜑}
𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2

(︁
𝐵

(1,0)
𝑙1𝑙2

+𝐵
(0,1)
𝑙1𝑙2

+𝐵
(1,1)
𝑙1𝑙2

)︁
. (3.106)

Для парцiальних компонент 𝐵
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

верхнi iндекси вiдповiдають кiлькостi фо-

тонiв, що поглинаються у першiй вершинi дiаграми з першої (𝑠1) i другої (𝑠2)

хвилi. Зазначимо, що парцiальний процес 𝑠1 = 1; 𝑠2 = −1; виключений з роз-

гляду в силу вибору виду поляризацiї (3.102) (параметр 𝛼
(𝑠)
0− в цьому випадку

не проявляється). Парцiальнi компоненти 𝐵
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

визначаються таким чином

𝐵
(1,0)
𝑙1𝑙2

= exp
{︀

2𝑖𝛽𝑖𝜑− 𝛽2
𝑖

}︀
(erf (𝜑+ 𝑖𝛽𝑖) + 1) �̃�

(1,0)
𝑙1𝑙2

, (3.107)

𝐵
(1,1)
𝑙1𝑙2

=

√
2

2
exp

{︂
2𝑖𝛽𝑖𝜑− 𝛽2

𝑖

2

}︂(︂
erf

(︂√
2𝜑+

𝑖𝛽𝑖√
2

)︂
+ 1

)︂
�̃�

(1,1)
𝑙1𝑙2

, (3.108)

�̃�
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

= �̄�𝑓𝑀
0
𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

(𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜑) (𝑞𝑖 +𝑚)
(︀
𝜀*𝜇𝑀

𝜇
−𝑠1,−𝑠2 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖)

)︀
𝑢𝑖. (3.109)
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У виразах (3.107) i (3.108) функцiя " erf " є функцiя помилок. У спiввiдношеннi

(3.109) функцiю 𝑀 0
𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

(𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜑) (3.16) в областi помiрно сильних iнтенсив-

ностей полiв (2.109) можна спростити до вигляду

𝑀 0
𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

(𝑝𝑓 , 𝑞𝑖, 𝜑) = 𝛾0𝐼𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

(︁
𝜒
(𝑠)
0𝑗 , 𝛾

(𝑠)
0𝑗 , 𝛼

(𝑠)
0+, 𝜑

)︁
. (3.110)

Функцiї 𝑀𝜇
−𝑠1,−𝑠2 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) для значень 𝑠1,2 (3.104), пiсля розвинення в ряди спецi-

альних функцiй (3.38) за малими параметрами 𝜂01 та 𝜂02 , набувають наступної

форми

𝑀𝜇
−1,0 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) = −e𝑖𝜒

(𝑒)
1
𝛾
(𝑒)
01

2
𝛾𝜇 +

𝑚𝜂01
4 (𝑛𝑞𝑖)

𝜀
(−)
1 �̂�𝛾𝜇 +

𝑚𝜂01
4 (𝑛𝑝𝑖)

𝛾𝜇�̂�𝜀
(−)
1 , (3.111)

𝑀𝜇
−1,−1 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) = −e𝑖Δ

(︃
𝛼
(𝑒)
0+

2
− 𝛾

(𝑒)
01 𝛾

(𝑒)
02

4

)︃
𝛾𝜇+ (3.112)

+
𝑚�̂�−1,−1�̂�𝛾

𝜇

4(𝑛𝑞𝑖)
+
𝑚𝛾𝜇�̂��̂�−1,−1

4(𝑛𝑝𝑖)
+

e𝑖Δ𝑚2𝜂01𝜂02
8(𝑛𝑞𝑖)(𝑛𝑝𝑖)

�̂�𝑛𝜇,

�̂�−1,−1 = −1

2

(︁
𝜂01e

𝑖𝜒
(𝑒)
2 𝛾

(𝑒)
02 𝜀

(−)
1 + 𝜂02e

𝑖𝜒
(𝑒)
1 𝛾

(𝑒)
01 𝜀

(−)
2

)︁
. (3.113)

Вирази для парцiальної компоненти 𝐵
(0,1)
𝑙1𝑙2

легко отримати з функцiї 𝐵(1,0)
𝑙1𝑙2

(3.107), (3.109), (3.111) замiною: 𝜂01 → 𝜂02 , 𝛾
(𝑒)
01 → 𝛾

(𝑒)
02 , 𝜒(𝑒)

01 → 𝜒
(𝑒)
02 . Слiд

зазначити, що рiзнi частини амплiтуди мають рiзний порядок за величиною

параметрiв 𝜂01,02 :

𝑀 0
𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

∼ 1, 𝑀𝜇
−1,0 ∼ 𝜂01, 𝑀𝜇

−1,−1 ∼ 𝜂01𝜂02.

Таким чином, вирази (3.105)-(3.112) визначають шукану резонансну амплi-

туду процесу СГВ в полi двох iмпульсних хвиль помiрно сильної iнтенсивностi

(2.109) i циркулярної поляризацiї (3.102). Отриманий результат (3.105)-(3.112)

в граничному випадку 𝜔𝑗𝜏𝑗 → ∞ спiвпадає з вiдповiдними виразами для резо-

нансної амплiтуди у випадку двох монохроматичних хвиль [161,162].
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3.2.5. Резонансний перерiз процесу в полi двох лазерних хвиль.

Отримаємо диференцiальний перерiз процесу СГВ в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль з амплiтуди переходу (3.105)-(3.112), використовуючи стандар-

тний пiдхiд [9] (див. також початок пiдроздiлу 2.2.2)

𝑑𝜎(𝑎) =

⃒⃒⃒
𝑆
(𝑎)
𝑓𝑖

⃒⃒⃒2
𝑣𝑖𝑇

𝑑3𝑝𝑓

(2𝜋)3
𝑑3𝑘′

(2𝜋)3
. (3.114)

Враховуючи спiввiдношення 𝑑3𝑝𝑓 = |p𝑓 |𝐸𝑓𝑑𝐸𝑓𝑑Ω𝑓 та 𝑑3𝑘′ = 𝜔′2𝑑𝜔′𝑑Ω′ , в силу

умови квазiмонохроматичностi хвилi (2.87) диференцiальний перерiз процесу

СГВ в полi двох хвиль може бути представлений у видi суми по парцiальних

компонентах

𝑑𝜎(𝑎)

𝑑𝜔′𝑑Ω′𝑑Ω𝑓
=

∞∑︁
𝑙1,𝑙2=−∞

𝑑𝜎
(𝑎)
𝑙1𝑙2

𝑑𝜔′𝑑Ω′𝑑Ω𝑓
, (3.115)

де 𝑑𝜎(𝑎)𝑙1𝑙2
– парцiальний диференцiальний перерiз випромiнювання спонтанного

фотона в iнтервал енергiй 𝑑𝜔′ та тiлесного кута 𝑑Ω′ , розсiювання електрона в

тiлесний кут 𝑑Ω𝑓 з випромiнюванням ( 𝑙1,2 > 0 ) або поглинанням ( 𝑙1,2 < 0 ) 𝑙1
фотонiв першої хвилi та 𝑙2 фотонiв другої хвилi.

В силу умови квазiмонохроматичностi хвилi (2.87) парцiальний перерiз

𝑑𝜎
(𝑎)
𝑙1𝑙2

може бути проiнтегрований по кiнцевiй енергiї розсiяного електрона 𝑑𝐸𝑓 .

Це легко виконати з урахуванням зв’язку мiж енергiєю електрона i параметром

𝑞0 (3.44). Iнтегрування можна провести тiльки для парцiальних компонент. На-

томiсть загальному перерiзу (3.115) вiдповiдає спектр значень енергiї електрона

в кiнцевому станi, який визначається значеннями чисел фотонiв 𝑙1 та 𝑙2 , що

взяли участь в процесi гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi.

Використовуючи амплiтуду (3.105)-(3.112), запишемо диференцiальний

парцiальний перерiз в умовах резонансу у виглядi

𝑑𝜎
(𝑎)
𝑙1𝑙2

= 𝑑𝜎
(1,0)
𝑙1𝑙2

+ 𝑑𝜎
(0,1)
𝑙1𝑙2

+ 𝑑𝜎
(1,1)
𝑙1𝑙2

. (3.116)
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Для парцiальних перерiзiв 𝑑𝜎
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

верхнi iндекси вiдповiдають кiлькостi фо-

тонiв, що поглинаються в першiй вершинi дiаграми a) з першої (𝑠1) та другої

(𝑠2) хвилi:

𝑑𝜎
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

𝑑𝜔′𝑑Ω′𝑑Ω𝑓
=
𝑍2𝛼𝑟2𝑒𝑚

2𝜔′𝜏 2

32𝜋 (𝑛𝑞𝑖)
2 𝑞4

𝑃
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

(𝛽𝑖)𝑄
(𝑠1,𝑠2). (3.117)

Тут функцiя 𝑃 (𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

(𝛽𝑖) суттєво залежить вiд резонансного параметра 𝛽𝑖 (3.94)

i по сутi визначає профiль резонансного пiку, при цьому 𝑃 (1,0) ≈ 𝑃 (0,1) :

𝑃
(1,0)
𝑙1𝑙2

(𝛽𝑖) = exp
{︀
−2𝛽2

𝑖

}︀∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑

4𝜌
|erf (𝜑+ 𝑖𝛽𝑖) + 1|2 |𝐼𝑙1+1,𝑙2 (𝜑)|2 , (3.118)

𝑃
(1,1)
𝑙1𝑙2

(𝛽𝑖) = exp{−𝛽2
𝑖 }
∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑

8𝜌

⃒⃒⃒⃒
erf

(︂√
2𝜑+

𝑖𝛽𝑖√
2

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒2
|𝐼𝑙1+1,𝑙2+1 (𝜑)|2. (3.119)

Функцiя |𝐼𝑙1+1,𝑙2 (𝜑)|2 визначає парцiальну ймовiрнiсть процесiв вимушеного ви-

промiнювання i поглинання фотонiв зовнiшнiх хвиль при розсiюваннi електро-

на на ядрi в зовнiшньому полi двох хвиль iнтенсивнiстю (2.109) [67]. З виразiв

(3.118) i (3.119) легко бачити, що резонансний перерiз через експонентну за-

лежнiсть рiзко зменшується iз зростанням резонансного параметра 𝛽𝑖 i буде

iстотним за умови

𝛽𝑖 . 1 ⇒ 𝜔′
𝑟𝑒𝑠 − 𝜔′

𝜔′
𝑟𝑒𝑠

∼ 1

𝜔𝜏
. (3.120)

Провiвши пiдсумовування та усереднення по поляризацiях частинок за за-

гальними правилами [9], легко отримати вираз для функцiї 𝑄(𝑠1,𝑠2) у виглядi

суми дiагональних елементiв добутку матриць:

𝑄(𝑠1,𝑠2) =
1

2
Sp
[︀
𝛾0 (𝑝𝑓 +𝑚) 𝛾0 (𝑞𝑖 +𝑚)𝑀−𝑠1,−𝑠2,𝜇

(𝑝𝑖 +𝑚) �̄�𝜇
−𝑠1,−𝑠2 (𝑞𝑖 +𝑚)

]︀
.

(3.121)

Вiдмiтимо, що за умов резонансу (3.84) обчислення слiду (3.121) значно спро-

щується. Пiсля нескладних обчислень отримаємо диференцiальний парцiальний
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перерiз процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох лазерних хвиль при спонтан-

ному випромiнюваннi фотона в резонанснiй областi для значень чисел фотонiв

𝑠1,2 (3.104) у виглядi

𝑑𝜎
(𝑠1,𝑠2)
𝑙1𝑙2

=
𝜔′𝜏 2𝐸𝑖

2 (𝑛𝑞𝑖)
2 · 𝑑𝑊

′
𝑠1,𝑠2

· 𝑑𝜎(𝑠)𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2
· 𝑃 (𝑠1,𝑠2)

𝑙1𝑙2
(𝛽𝑖) . (3.122)

Величина 𝑑𝜎(𝑠)𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2
– парцiальний диференцiальний перерiз розсiювання еле-

ктрона з 4-iмпульсом 𝑞𝑖 на ядрi й переходом у стан з 4-iмпульсом 𝑝𝑓 з випро-

мiнюванням ( 𝑙1,2 + 𝑠1,2 > 0 ) або поглинанням ( 𝑙1,2 + 𝑠1,2 < 0 ) |𝑙1 + 𝑠1| фотонiв

першої хвилi та |𝑙2 + 𝑠2| фотонiв другої хвилi:

𝑑𝜎
(𝑠)
𝑙1+𝑠1,𝑙2+𝑠2

𝑑Ω𝑓
=

2𝑍2𝑟2𝑒𝑚
2

q4

(︀
𝑚2 + (𝑞𝑖𝑝𝑓) + 2q𝑖p𝑓

)︀
, (3.123)

де 𝑟𝑒 – класичний радiус електрона.

Функцiя 𝑑𝑊 ′
𝑠1,𝑠2

– є диференцiйна ймовiрнiсть в одиницю часу спонтанного

випромiнювання фотона 𝑘′ початковим електроном з 4-iмпульсом 𝑝𝑖 з перехо-

дом у стан з 4-iмпульсом 𝑞𝑖 за рахунок поглинання 𝑠1 фотонiв першої хвилi

й 𝑠2 фотонiв другої хвилi. У загальному випадку ця ймовiрнiсть може бути

представлена у виглядi

𝑑𝑊 ′
𝑠1,𝑠2

𝑑𝜔′𝑑Ω′ =
𝛼𝑚2

4𝜋𝐸𝑖
𝑊 ′′

𝑠1,𝑠2
, (3.124)

𝑊 ′′
𝑠1,𝑠2

= −4 |𝐼−𝑠1,−𝑠2|
2

(︂
1 − 𝑢𝑎𝑏𝑢

′

2 (1 + 𝑢′)

)︂
− (3.125)

−
(︀
𝐷−𝑠1,−𝑠2𝐷

*
−𝑠1,−𝑠2

)︀
2

(︂
1 +

𝑢′2

2 (1 + 𝑢′)

)︂
−ℜ

{︀
𝐼−𝑠1,−𝑠2𝐵

*
−𝑠1,−𝑠2

}︀
− (3.126)

−4𝑢′

𝑚
ℜ
{︂
𝐼−𝑠1,−𝑠2

(︂(︀
𝑞𝑖𝐷

*
−𝑠1,−𝑠2

)︀
− 1

1 + 𝑢′
(︀
𝑝𝑖𝐷

*
−𝑠1,−𝑠2

)︀)︂}︂
. (3.127)

Зазначимо, що ймовiрнiсть (3.125) в граничному випадку 𝜔𝑗𝜏𝑗 → ∞ спiвпадає

з вiдповiдним виразом для випадку двох монохроматичних хвиль [275].

Для парцiальних процесiв випромiнювання спонтанного фотона iз значен-
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нями чисел фотонiв 𝑠1,2 (3.104) загальний вираз (3.125) може бути спрощено.

Так, з урахуванням (3.111)-(3.112), отримаємо:

𝑊 ′′
1,0 = 𝜂201

[︂
1 +

𝑢′2

2 (1 + 𝑢′)
− 4𝑢′

𝑢𝑎𝑏

(︂
1 − 𝑢′

𝑢𝑎𝑏

)︂]︂
, (3.128)

𝑊 ′′
1,1 = 𝜂201𝜂

2
02

[︂
−4𝑢′2

𝑢2𝑎𝑏
𝛾2𝑎𝑏

(︂
1 − 𝑢𝑎𝑏𝑢

′

2 (1 + 𝑢′)

)︂
+

+
4𝑢′

𝑢𝑎𝑏
𝛾𝑎𝑏 −

(︀
𝐷−1,−1𝐷

*
−1,−1

)︀
2

(︂
1 +

𝑢′2

2 (1 + 𝑢′)

)︂
− (3.129)

− 4𝑢′2

𝑚𝑢𝑎𝑏
𝛾𝑎𝑏 · ℜ

{︂(︀
𝑞𝑖𝐷

*
−1,−1

)︀
− 1

1 + 𝑢′
(︀
𝑝𝑖𝐷

*
−1,−1

)︀}︂]︂
,

𝛾𝑎𝑏 ≡ 1 − 𝜔2

𝜔1𝜔2

(︂
1 − 𝑢′

𝑢𝑎𝑏

)︂
. (3.130)

Легко бачити, що в iнтерференцiйнiй областi (3.79) та (3.80) (𝑢′ = 𝑢𝑎𝑏 ,

𝛾𝑎𝑏 = 0 ) для спонтанного випромiнювання фотона диференцiйна ймовiрнiсть

(3.124), (3.128) та (3.129) спрощуються до вигляду:

𝑑𝑊 ′
1,0

𝑑𝜔′𝑑Ω′ =
𝛼𝑚2𝜂201
4𝜋𝐸𝑖

(︂
1 +

𝑢′2

2 (1 + 𝑢′)

)︂
, (3.131)

𝑑𝑊 ′
1,1

𝑑𝜔′𝑑Ω′ =
𝛼𝑚2𝜂201𝜂

2
02

2𝜋𝐸𝑖

𝑢′2

1 + 𝑢′
. (3.132)

Як слiдує з виразiв (3.131) та (3.132), в iнтерференцiйнiй областi ймовiрнiсть

спонтанного випромiнювання фотона за рахунок поглинання одного фотона

значно бiльша, нiж ймовiрнiсть при поглинаннi по одному фотону з кожної

хвилi:

𝑑𝑊 ′
1,0

𝑑𝑊 ′
1,1

∼ 𝜂−2
01 𝑢

′−2 ∼ 𝑚2

𝜂201𝜔
2
1

≫ 1. (3.133)

За межами iнтерференцiйної областi вiдношення (3.133) не настiльки велике:

𝑑𝑊 ′
1,0/𝑑𝑊

′
1,1 ∼ 𝜂−2

01 .
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У випадку релятивiстських енергiй електрона (𝐸 & 𝑚 ) i помiрної iн-

тенсивностi зовнiшнiх хвиль (2.109) перерiз процесу СГВ електрона на ядрi

(3.115) та (3.122) може бути легко пiдсумовано по парцiальних процесах. У

цьому випадку поправками по полю можна знехтувати i перерiз (3.123) перехо-

дить в перерiз розсiювання електрона на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля

𝑑𝜎
(*)
𝑙1𝑙2

≈ 𝑑𝜎Mott [9, 70]. У результатi отримаємо

𝑑𝜎(𝑎) =
∑︁
𝑠1,𝑠2

𝑑𝜎𝑠1,𝑠2 ≈ 𝑑𝜎1,0 + 𝑑𝜎0,1 + 𝑑𝜎1,1, (3.134)

𝑑𝜎𝑠1,𝑠2 =
𝐸𝑖𝜏

2

2 (𝑛𝑞𝑖)
2 · 𝑑𝜎Mott · 𝜔′

𝑠1,𝑠2
𝑑𝑊 ′

𝑠1,𝑠2
· 𝑃 (𝑠1,𝑠2)

𝑟𝑒𝑠 , (3.135)

де через величини 𝜔′
𝑠1,𝑠2

позначенi резонанснi частоти (3.87) для конкретного

парцiального процесу i значень чисел фотонiв 𝑠1,2 (3.104). Функцiї 𝑃 (𝑠1,𝑠2)
𝑟𝑒𝑠 (𝛽𝑖)

описують профiль резонансних пiкiв:

𝑃 (1,0)
𝑟𝑒𝑠 (𝛽𝑖) = exp

{︀
−2𝛽2

𝑖

}︀∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑

4𝜌
|erf(𝜑+ 𝑖𝛽𝑖) + 1|2 , (3.136)

𝑃 (1,1)
𝑟𝑒𝑠 (𝛽𝑖) = exp{−𝛽2

𝑖 }
∫︁ 𝜌

−𝜌

𝑑𝜑

8𝜌

⃒⃒⃒⃒
erf

(︂√
2𝜑+

𝑖𝛽𝑖√
2

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒2
. (3.137)

На рисунку 3.9 представлена функцiя 𝑃
(1,0)
𝑟𝑒𝑠 (𝛽𝑖) як залежнiсть вiд енер-

гiї спонтанного фотона (див. спiввiдношення (3.94)). Легко бачити, що iсто-

тна область значень для енергiї фотона, досить вузька i визначається умовою

(3.120). При цьому зменшення значення функцiї має експонентний характер.

Визначимо пролiтну ширину резонансу в процесi СГВ електрона на ядрi,

як рiзницю мiж резонансною частотою спонтанного фотона i значенням частоти

фотона, для якої значення функцiї профiлю пiку падає в 𝑒 разiв 𝜔′
𝑒 (𝛽𝑖𝑒 = 2 ):

𝛽𝑖𝑒 = 2 ⇒ Γ𝜔′ ≡ 𝜔′
𝑟𝑒𝑠 − 𝜔′

𝑒 =
4𝜔′

𝑟𝑒𝑠

𝜔𝑎𝑏𝜏
. (3.138)
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Рис. 3.9. Профiль резонансного пiку в перерiзi процесу СГВ електрона на ядрi
в полi двох iмпульсних хвиль. Параметри електрона в початковому станi:
𝐸𝑖 = 1.02 МеВ, 𝜃𝑖 = 163∘ . Параметри зовнiшнього поля: 𝜂01 = 𝜂02 = 0.1 ,
𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ, 𝜏 = 0.1 пс. Суцiльна крива вiдповiдає значенню
𝜌 = 5 , штрих-пунктирна крива 𝜌 =

√
2 . Пунктирною кривою показана

функцiя Гауса exp
{︀
−2𝛽2

𝑖

}︀
.

Як i слiд було очiкувати, пролiтна ширина резонансу Γ𝜔′ (3.138) обернено про-

порцiйна до тривалостi iмпульсу. Вiдмiтимо, що пролiтну ширину резонансу

можна також ввести шляхом представлення профiлю резонансного пiку у ви-

глядi функцiї Лоренца [171]. Значення для пролiтної ширини в цих двох випад-

ках вiдрiзняються несуттєво. Функцiя 𝑃
(𝑠1,𝑠2)
𝑟𝑒𝑠 (𝛽𝑖) (3.136)-(3.137) по сутi описує

форму спектру гальмiвного випромiнювання при розсiюваннi електрона на ядрi

в полi двох iмпульсних хвиль у резонанснiй областi. За межами резонансної

областi спектр гальмiвного випромiнювання визначається нерезонансними вла-

стивостями перерiзу процесу СГВ, який для помiрно сильних полiв в областi

малих частот спiвпадає з перерiзом гальмiвного випромiнювання електрона на

ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля [169,171].

Диференцiальний перерiз (3.135) можна проiнтегрувати в резонанснiй

областi по енергiї спонтанного фотона 𝜔′ . Унаслiдок малостi пролiтної ширини
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резонансу залежнiсть вiд енергiї 𝜔′ достатньо зберегти тiльки в резонансному

параметрi 𝛽𝑖 . Тодi, використовуючи спiввiдношення 𝑑𝜔′ = −𝑑𝛽𝑖 · Γ𝜔′/2 , отри-

маємо резонансний перерiз процесу гальмiвного випромiнювання електрона на

ядрi в полi двох хвиль при спонтанному випромiнюваннi фотона в iнтерферен-

цiйнiй областi (3.79) та (3.80) у виглядi

𝑑𝜎(𝑎)

𝑑Ω′𝑑Ω𝑓
=

√︂
𝜋

2

𝐸𝑖𝜏

(𝑛𝑞𝑖)
2 𝜔𝑎𝑏

𝑑𝜎Mott

𝑑Ω𝑓

(︂
𝜔′2

1,0

𝑑𝑊 ′
1,0

𝑑Ω′ + 𝜔′2
0,1

𝑑𝑊 ′
0,1

𝑑Ω′

)︂
. (3.139)

Перерiз процесу гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля 𝑑𝜎𝐵𝐻 (перерiз Бете-Гайтлера [72]) у розглянутому ви-

падку може бути представлений в видi добутку перерiзу пружного розсiювання

електрона на ядрi 𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡 та ймовiрностi випромiнювання фотона 𝑑𝑊𝑘′

𝑑𝜎BH
𝑑Ω′𝑑Ω𝑓

=
𝑑𝜎Mott

𝑑Ω𝑓
· 𝑑𝑊𝑘′

𝑑Ω′ , (3.140)

𝑑𝜎Mott

𝑑Ω𝑓
=

2𝑍2𝑟2𝑒𝑚
2

q4

(︀
𝐸𝑖𝐸𝑓 +𝑚2 + p𝑖p𝑓

)︀
, (3.141)

𝑑𝑊𝑘′

𝑑Ω′ =
𝛼

4𝜋2
·

{︃
q2 − (n′q)

2 · 𝑚
2

𝜅′𝑖𝜅
′
𝑓

}︃
· 𝑑𝜔′

𝜔′𝜅′𝑖𝜅
′
𝑓

, (3.142)

q = p𝑓 − p𝑖, 𝜅′𝑖,𝑓 = 𝐸𝑖,𝑓 − n′p𝑖,𝑓 .

У подальшому аналiзi розглянемо вiдношення резонансного перерiзу про-

цесу СГВ електрона на ядрi в полi двох лазерних хвиль (3.139) при спонтанному

випромiнюваннi фотона в iнтерференцiйнiй областi (3.79) та (3.80) до перерiзу

гальмiвного випромiнювання за вiдсутностi зовнiшнього поля (3.140)-(3.142)

𝑅res = 𝑅1,0 +𝑅0,1. (3.143)

𝑅1,0 =
𝑑𝜎

(1,0)
𝑟𝑒𝑠

𝑑𝜎BH
=
𝜋
√

2𝜋

8
𝜂201 (𝜔1𝜏)2

𝜔′
𝑟𝑒𝑠

𝜔1

𝑚2

p2
𝑖

· 𝑓1,0. (3.144)
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Рис. 3.10. Залежнiсть вiдношення резонансного перерiзу СГВ електрона на
ядрi в полi двох iмпульсних хвиль до перерiзу гальмiвного випромiнювання за

вiдсутностi зовнiшнього поля (3.144) як функцiя енергiї початкового
електрона ( 𝜃𝑖 = 163∘ ). Параметри зовнiшнього поля: 𝜂01 = 𝜂02 = 0.1 ,

𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ, 𝜏 = 0.1 пс. Суцiльна крива вiдповiдає значенню
кута вильоту електрона 𝜃𝑓 = 10∘ , пунктирна крива – 𝜃𝑓 = 30∘ .

Тут функцiя 𝑓1,0 ∼ 1 i має вигляд

𝑓1,0 =
𝜅′𝑓/𝜅

′
𝑖

4 sin2(𝜃/2) −
(︁

cos 𝜃′𝑓 − cos 𝜃′𝑖

)︁2
𝑚2/𝜅′𝑖𝜅

′
𝑓

, (3.145)

де 𝜃 – кут розсiювання електрона.

На рисунку 3.10 представлена величина 𝑅1,0 (3.144) як функцiя початкової

швидкостi електрона. З рисунку 3.10 видно, що в областi релятивiстських енер-

гiй електронiв резонансний диференцiальний перерiз СГВ електрона на ядрi з

одночасною реєстрацiєю кутiв вильоту розсiяного електрона i спонтанного фо-

тона може на п’ять порядкiв величини перевищувати вiдповiдний перерiз без

зовнiшнього поля. В областi ультрарелятивiстських енергiй електрона це вiд-

ношення рiзко падає.
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3.2.6. Розподiл по енергiї електрона в кiнцевому станi.

Як уже зазначалося, при пружному процесi гальмiвного випромiнювання

електрона на ядрi в зовнiшньому полi кiнцеве значення енергiї електрона має

певний спектр значень навiть при фiксованому значеннi енергiї спонтанного фо-

тона. Значення енергiї електрона залежить вiд кiлькостi фотонiв зовнiшнього

поля, що вимушено випромiнюються або поглинаються електроном. Розподiл

по енергiї визначається ймовiрнiстю парцiальних процесiв вимушеного випро-

мiнювання i поглинання.

Як було показано в попередньому роздiлi, параметричний iнтерференцiй-

ний ефект, пов’язаний з корельованим випромiнюванням i поглинанням фотонiв

першої i другої лазерної хвилi, проявляється в якiснiй змiнi виду спектру кiн-

цевих частинок в iнтерференцiйнiй областi. Резонансний парцiальний перерiз

процесу гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних

лазерних хвиль з випромiнюванням фотона в елемент тiлесного кута 𝑑Ω′ i роз-

сiюванням електрона в елемент тiлесного кута 𝑑Ω𝑓 може бути представлений

у виглядi

𝑑𝜎
(1,0)
𝑙1,𝑙2

𝑑Ω′𝑑Ω𝑓
=

√︂
𝜋

2

𝐸𝑖𝜏 𝜔
′2
1,0

(𝑛𝑞𝑖)
2 𝜔1

·
𝑑𝑊 ′

1,0

𝑑Ω′ ·
𝑑𝜎

(*)
𝑙1+1,𝑙2

𝑑Ω𝑓
·𝑊𝑙1+1,𝑙2, (3.146)

𝑊𝑙1+1,𝑙2 =
1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑
⃒⃒⃒
𝐼𝑙1+1,𝑙2

(︁
𝛼
(𝑠)
0+, 𝛾

(𝑠)
01 , 𝛾

(𝑠)
02 , 𝜑

)︁⃒⃒⃒2
. (3.147)

Тут функцiя 𝑊𝑙1+1,𝑙2 (3.147) є парцiальна ймовiрнiсть вимушеного випромi-

нювання i поглинання фотонiв зовнiшнiх хвиль при розсiюваннi електрона

на ядрi в зовнiшньому полi двох хвиль для випадку циркулярної поляризацiї

(3.102). Аргументи спецiальної функцiї 𝐼𝑙1+1,𝑙2 визначаються виразами (3.100)

та (3.101). Парцiальний перерiз лазер-модифiкованого процесу розсiювання еле-

ктрона на ядрi 𝑑𝜎(*)𝑙1+1,𝑙2
визначено виразом (3.123).

Розглянемо спектр електронiв у кiнцевому станi для процесу СГВ електро-

на на ядрi в полi двох хвиль у випадку нерелятивiстських енергiй електрона,
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коли вiдношення резонансного перерiзу до перерiзу без зовнiшнього поля най-

бiльше. Для нерелятивiстських енергiй, коли швидкiсть електрона задовольняє

умову, 𝑣𝑖,𝑓 ∼ 𝜂01,02 ≪ 1 , характерна швидкiсть осциляцiй електрона у полi двох

лазерних хвиль одного порядку за величиною зi швидкiстю поступального руху

електрона. Закон збереження енергiї може бути записаний у виглядi

𝐸𝑘𝑖𝑛
𝑓 − 𝐸𝑘𝑖𝑛

𝑖 + 𝜔′ + 𝑙1𝜔1 + 𝑙2𝜔2 ≈ 0, 𝐸𝑘𝑖𝑛
𝑖,𝑓 =

𝑚𝑣2𝑖,𝑓
2

, (3.148)

𝜀k ≡
𝐸𝑘𝑖𝑛

𝑓

𝐸𝑘𝑖𝑛
𝑖

= 1 − 2 (𝜔′ + 𝑙1𝜔1 + 𝑙2𝜔2)

𝑚𝑣2𝑖
. (3.149)

Вiдношення резонансного перерiзу СГВ нерелятивiстського електрона на

ядрi в полi двох iмпульсних хвиль до перерiзу гальмiвного випромiнювання за

вiдсутностi зовнiшнього поля набуває вигляду

𝑅
(𝑣𝑖≪1)
1,0 =

∑︁
𝑙1,𝑙2

𝑅
(1,0)
𝑙1,𝑙2

=
∑︁
𝑙1,𝑙2

𝑑𝜎
(1,0)
𝑙1,𝑙2

𝑑𝜎BH
, (3.150)

𝑅
(1,0)
𝑙1,𝑙2

= 𝑅1,0 ·
𝑑𝜎

(*)
𝑙1+1,𝑙2

𝑑𝜎𝑀𝑜𝑡𝑡
𝑊𝑙1+1,𝑙2, (3.151)

де вiдношення 𝑅1,0 визначено виразом (3.144)

Парцiальний перерiз розсiювання електрона на ядрi в полi двох хвиль

𝑑𝜎
(*)
𝑙1+1,𝑙2

(3.123) у нерелятивiстському випадку може бути представлений так:

𝑑𝜎
(*)𝑣𝑖≪1
𝑙1+1,𝑙2

𝑑Ω𝑓
=

2𝑍2𝑟2𝑒
√
𝜀k
(︀
2 + 𝑣2𝑖

(︀
1 +

√
𝜀k cos 𝜃

)︀)︀[︀
1 + 𝜀k − 2

√
𝜀k cos 𝜃 + 𝑣𝑖

(︀√
𝜀k cos 𝜃𝑓− cos 𝜃𝑖

)︀]︀2 . (3.152)

Для значень чисел фотонiв 𝑙1 = 𝑙2 = 0 диференцiальний перерiз (3.152), як i

слiд було чекати, переходить у вiдповiдний перерiз розсiювання нерелятивiст-

ського електрона на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля.

Розглянемо випадок розсiювання електронiв нерелятивiстських енергiй у

площинi, що утворюється початковим iмпульсом електрона i хвильовим векто-
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ром зовнiшнього поля. Аргументи функцiй Бесселя у виразi (3.147) для ймо-

вiрностi 𝑊𝑙1+1,𝑙2 вимушених процесiв набувають вигляду

𝛾
(𝑠)
0𝑗 = 𝜂0𝑗

𝑚𝑣𝑖
𝜔𝑗

|𝑎𝑖 − 𝑎𝑓 | , (3.153)

𝛼
(𝑠)
0+ = 𝜂01𝜂02

𝑚𝑣𝑖
𝜔1 + 𝜔2

·
√
𝜀k cos 𝜃𝑓 − cos 𝜃𝑖

1 − 𝑣𝑖
(︀√

𝜀k cos 𝜃𝑓 + cos 𝜃𝑖
)︀ , (3.154)

𝑎𝑓 =

√
𝜀k sin 𝜃𝑓

1 − 𝑣𝑖
√
𝜀k cos 𝜃𝑓

, 𝑎𝑖 =
sin 𝜃𝑖

1 − 𝑣𝑖 cos 𝜃𝑖
. (3.155)

У випадку нерелятивiстських енергiй електрона спiввiдношення для iнтер-

ференцiйного кута вильоту (3.55) набуває форми

tan
𝜃inf
2

=

√
𝜀k

𝑎𝑖
(︀
1 +

√
𝜀k𝑣𝑖

)︀ (︂1 −
√︁

1 − 𝑎2𝑖 (1 − 𝜀k𝑣2𝑖 )/𝜀k

)︂
. (3.156)

Вiдмiтимо, що у виразi (3.156) перед квадратним коренем виключений знак

"+" , оскiльки цей випадок вiдповiдає розсiюванню електрона на малi кути,

для яких iнтерференцiйний параметр (3.154) малий i параметричний iнтерфе-

ренцiйний ефект практично не проявляється.

Важливо пiдкреслити, що для дослiджуваного дiапазону нерелятивiст-

ських енергiй значення iнтерференцiйного кута вильоту електрона залежить вiд

кiлькостi фотонiв першої i другої хвилi, що випромiнюються або поглинаються

в процесi СГВ. Таким чином, у рамках спiввiдношення (3.156) у кiнематичнiй

областi, де проявляється параметричний iнтерференцiйний ефект, встановлює-

ться вiдповiднiсть мiж кутом вильоту й енергiєю електрона в кiнцевому станi,

що iстотно вiдрiзняє процес СГВ електрона в iнтерференцiйнiй областi вiд про-

цесу в будь-якiй iншiй геометрiї.

Перейдемо у виразi для вiдношення перерiзiв (3.150) вiд розподiлу по чи-

слу фотонiв 𝑙2 (у загальному випадку 𝑙2 . 𝛾
(𝑠)
02 ∼ 𝑚𝑣2𝑖 /𝜔2 ≫ 1 ) до розподiлу по

безрозмiрнiй кiнетичнiй енергiї електрона в кiнцевому станi 𝜀k . З урахуванням

зв’язку мiж енергiєю та числом фотонiв (3.149), отримаємо вираз для вiдноше-
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ння резонансного перерiзу СГВ електрона на ядрi до перерiзу за вiдсутностi

зовнiшнього поля у наступному виглядi:

𝑅
(𝑣𝑖≪1)
1,0 =

∫︁
𝑑𝜀k𝑅𝜀(𝜀k) , 𝑅𝜀(𝜀k)=𝑅1,0

𝑚𝑣2𝑖
2𝜔2

∑︁
𝑙1

𝑑𝜎
(*)𝑣𝑖≪1
𝑙1+1,𝑙2

(𝜀k)

𝑑𝜎Mott
𝑊𝑙1+1,𝑙2(𝜀k) , (3.157)

𝑊𝑙1+1,𝑙2 (𝜀k) =
∑︁
𝑠

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑠

(︁
e−2𝜑2

𝛼
(𝑠)
0+(𝜀k)

)︁
×

×𝐽2
𝑙1+1−𝑠

(︁
e−𝜑2

𝛾
(𝑠)
01 (𝜀k)

)︁
· 𝐽2

𝑙2−𝑠

(︁
e−𝜑2

𝛾
(𝑠)
02 (𝜀k)

)︁
. (3.158)

𝑙2 =

[︂
− (𝑙1 + 1)

𝜔1

𝜔2
+ (1 − 𝜀k)

𝑚𝑣2𝑖
2𝜔2

]︂
. (3.159)

Функцiя 𝑅𝜀 (𝜀k) (3.157) визначає розподiл диференцiального перерiзу по енергiї

кiнцевого електрона для процесу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних

хвиль. При пiдсумовуваннi у виразi (3.158) слiд врахувати, що значення цiлого

iндексу 𝑙2 визначається згiдно зi спiввiдношенням (3.159).

На рисунку 3.11(а)-(b) представленi розподiли по енергiї кiнцевого електро-

на для диференцiального перерiзу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпуль-

сних лазерних хвиль (3.157)-(3.158) при спонтанному випромiнюваннi фотона

в iнтерференцiйнiй областi (3.79) та (3.80) i фiксованих кутах вльоту-вильоту.

Процеси розсiювання та випромiнювання розглядаються в площинi, що утворю-

ється хвильовим вектором лазерного поля та початковим iмпульсом електрона

𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 = 𝜙′ , що вiдповiдає iнтерференцiйнiй областi. Полярний кут вльоту

електрона вибрано у вiдповiдностi до експериментiв SLAC [3, 4]. Iнтенсивностi

кожної з хвиль: 𝐼01 = 7.1 · 1016 Вт/см 2 , 𝐼02 = 1.7 · 1017 Вт/см 2 , вiдповiдають

значенням параметрiв 𝜂01,02 = 0.1 . У цьому випадку характерна швидкiсть

осциляцiй електрона у свiтловому полi двох хвиль одного порядку з величиною

швидкостi поступального руху електрона. Вiдмiннiсть у графiках на рис. 3.11(a)

та 3.11(b) в значеннi кута вильоту електрона, який в iнтерференцiйнiй областi

вiдповiдає 𝜀k = 1 для рисунка (a) та 𝜀k = 0.995 для рисунка (b).
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Рис. 3.11. Розподiл резонансного перерiзу СГВ електрона на ядрi в полi двох
iмпульсних лазерних хвиль (3.157)-(3.158) в одиницях звичайного перерiзу

СГВ по енергiї кiнцевого електрона при спонтанному випромiнюваннi фотона
в iнтерференцiйнiй областi (3.79) та (3.80). Початкова швидкiсть та кут
електрона 𝑣𝑖 = 0.1 , 𝜃𝑖 = 163∘ . Параметри зовнiшнього лазерного поля:

𝜂01 = 𝜂02 = 0.1 , 𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ, 𝜏 = 0.1 пс.
Суцiльна крива вiдповiдає значенню кута вильоту 𝜃𝑓 = 13.945∘ для

рисунка (a) та 𝜃𝑓 = 14∘ для рисунка (b). Пунктирна крива вiдповiдає областi
Бункiна-Федорова 𝜃𝑓 = 23∘ .
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Особливiстю розподiлу по енергiї кiнцевого електрона для розсiювання еле-

ктрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль є якiсно рiзний характер

розподiлу для кiнематичної областi, де проявляється параметричний iнтерфе-

ренцiйний ефект, i областi Бункiна-Федорова. Легко бачити, що iнтерференцiй-

нiй областi розподiл по енергiї електрона мiстить швидкi осциляцiї. Це свiдчить

про те, що вимушене випромiнювання i поглинання електроном фотонiв лазер-

ного поля при розсiяннi на ядрi в iнтерференцiйнiй областi має корельований

характер. Як показано на рисунку 3.11, резонансний поперечний перерiз про-

цесу СГВ електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль в iнтерфе-

ренцiйнiй областi до двох порядкiв величини може перевищувати вiдповiдний

перерiз у кiнематичнiй областi Бункiна-Федорова.

Висновки до роздiлу 3.

1. Для процесу нерезонансного спонтанного гальмiвного випромiнювання

електрона при розсiюваннi на ядрi в полi двох iмпульсних помiрно сильних

хвиль детально вивчено параметричний iнтерференцiйний ефект, який поля-

гає в корельованому поглинаннi та випромiнюваннi рiвного числа фотонiв обох

хвиль. При цьому процес розсiювання електрона i випромiнювання спонтанного

фотона вiдбуваються в однiй площинi, що утворюється iмпульсом початкового

електрона i напрямком поширення обох хвиль.

2. Показано, що в iнтерференцiйнiй областi кут вильоту електрона i ве-

личина парцiальної ймовiрностi залежать вiд енергiї спонтанно випромiненого

фотона. При збiльшеннi його енергiї кут вильоту електрона 𝜃f(int) зменшує-

ться, а вiдповiдна парцiальна ймовiрнiсть зростає. З ростом кiлькостi фотонiв

зовнiшнього поля 𝑙± ймовiрнiсть вимушених процесiв зменшується. Поблизу

iнтерференцiйного кута вильоту електрона спостерiгається розширення пiку в

парцiальному перерiзi: для релятивiстських енергiй електрона iнтерференцiйна

область –
(︀
∆𝜃f(int)∼ 0.01∘

)︀
, для нерелятивiстських

(︀
∆𝜃f(int) ∼ 1∘

)︀
. Пiдкресли-

мо, що парцiальна ймовiрнiсть процесу в iнтерференцiйнiй областi на порядок

величини перевищує вiдповiдну ймовiрнiсть в iншiй кiнематицi розсiювання.
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3. Показано, що для нерелятивiстських енергiй в iнтерференцiйнiй областi

iснує область кутiв вильоту електрона, для яких перерiз процесу СГВ в по-

лi двох iмпульсних хвиль, просумований по всiм процесам випромiнювання i

поглинання фотонiв, бiльший нiж перерiз процесу за вiдсутностi зовнiшнього

поля. Так, для енергiї спонтанно випромiненого фотона 𝜔′ = 0.3 кеВ i невели-

ких кутiв вильоту перерiз на 30% перевищує вiдповiдний перерiз процесу без

зовнiшнього поля. З ростом енергiї спонтанно випромiненого фотона вiдноше-

ння перерiзiв росте. Так, для 𝜔′ = 0.5 кеВ просумований перерiз перевищує

звичайний майже в 2 рази. Зi збiльшенням iнтерференцiйного кута вильоту

вiдношення перерiзiв зменшується, а починаючи з деякого кута, перерiз в iм-

пульсному полi стає меншим за перерiз процесу за вiдсутностi поля.

4. Процес спонтанного гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi в

зовнiшньому лазерному полi двох iмпульсних хвиль характеризується наявнi-

стю особливої кiнематичної областi, де перерiз процесу має резонансний хара-

ктер i процеси вимушеного випромiнювання i поглинання фотонiв першої i дру-

гої хвилi протiкають корельованим чином. В умовах резонансу дослiджуваний

процес другого порядку по постiйної тонкої структури ефективно розпадається

на два процеси першого порядку.

5. Резонансний диференцiальний перерiз процесу СГВ з одночасною реє-

страцiєю кутiв випромiнювання спонтанного фотона та розсiяного електрона

може перевищувати на кiлька порядкiв величини вiдповiдний перерiз за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля. Найбiльше значення (п’ять порядкiв) це вiдношення

має у випадку нерелятивiстських енергiй електронiв i рiзко зменшується для

ультрарелятивiстських енергiй електронiв.

6. В iнтерференцiйнiй кiнематичнiй областi встановлюється вiдповiднiсть

мiж кутом випромiнювання та кiнцевою енергiєю електронiв. Було показано,

що для нерелятивiстських енергiї електронiв резонансний перерiз процесу СГВ

в полi двох iмпульсних лазерних хвиль в межах iнтерференцiйної областi на два

порядки може перевищувати вiдповiдний поперечний перерiз у кiнематичнiй

областi Бункiна-Федорова.
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РОЗДIЛ 4

ФОТОНАРОДЖЕННЯ ЕЛЕКТРОН-ПОЗИТРОННОЇ ПАРИ НА

ЯДРI В IМПУЛЬСНОМУ ЛАЗЕРНОМУ ПОЛI

Фотонародження пари (ФНП) електрона i позитрона в полi атомного ядра

представляє науковий iнтерес, оскiльки є одним з основних процесiв взаємо-

дiї гамма-квантiв з речовиною. Так, для енергiй фотонiв понад 3 МеВ процеси

ФНП є переважаючим механiзмом втрати енергiї в бiльшостi матерiалiв. Тому

цей процес привертає увагу вже досить тривалий час [175–185]. Уперше ди-

ференцiальний перерiз для цього процесу в рамках квантової електродинамiки

був отриманий Бете та Гайтлером у добре вiдомiй роботi [72]. У нерезонансно-

му випадку процес ФНП на ядрi в полi одної та двох монохроматичних хвиль

був вивчений у роботах [175, 176, 182]. Вперше найбiльш загальний розрахунок

диференцiального перерiзу для процесу ФНП на ядрi в полi плоскої монохро-

матичної хвилi був виконаний Рощупкiним у роботi [177].

Теорiю резонансного фотонародження електрон-позитронної пари на ядрi

в електромагнiтному полi плоскої монохроматичної хвилi було розвинено в ро-

ботах [176,279]. Борисов та iн. в роботi [176] вивчили резонансний процес ФНП

на ядрi в окремому випадку ультрарелятивiстських енергiй електрона i пози-

трона, коли початковий фотон i фотони лазерного поля летять назустрiч один

одному. Як результат такої залежностi для ультрарелятивiстських енергiй пере-

важаючим є процес, коли народженi електрон i позитрон вилiтають пiд малими

кутами вiдносно напрямку руху початкового фотона.

У цьому роздiлi дослiджено процес народження електрон-позитронної па-

ри фотоном на ядрi в полi однiєї та двох iмпульсних лазерних хвиль. Проведено

аналiз вiдношення пiдсумованого по парцiальних процесах перерiзу народжен-

ня пари на ядрi в полi лазерної хвилi до перерiзу процесу за вiдсутностi поля як

функцiя азимутального кута для моделi плоскої монохроматичної хвилi i моде-

лi iмпульсної хвилi. Вивчено процес резонансного фотонародження електрон-

позитронної пари на ядрi в полi iмпульсної свiтлової хвилi. Показано, що резо-
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нанс має мiсце, коли енергiя початкового фотона бiльша граничного значення,

яке значно бiльше за двi енергiї спокою електрона. Народженi електрон i пози-

трон мають ультрарелятивiстськi енергiї.

Процес народження електрон-позитронної пари фотоном на ядрi в полi

двох iмпульсних лазерних хвиль характеризується наявнiстю iнтерференцiйної

кiнематичної областi. Кут падiння початкового фотона визначає мiнiмальну

енергiю народженої пари. Детально проаналiзовано розподiл диференцiального

перерiзу процесу фотонародження в iнтерференцiйнiй областi вiд кiнетичної

енергiї пари. Основнi результати цього роздiлу були опублiкованi в роботах [12–

17,25] та апробованi на конференцiях [29,36].

4.1. Фотонародження електрон-позитронної пари в лазерному полi

Опишемо зовнiшнiй електромагнiтний iмпульс як плоску елiптично поля-

ризовану квазiмонохроматичну хвилю, що поширюється вздовж вiсi 𝑧 з 4-

потенцiалом (2.2)-(2.4).

Розглянемо народження пари електрона з 4-iмпульсом 𝑝− = (𝐸−, 𝑝−) i

позитрона з 4-iмпульсом 𝑝+ = (𝐸+, 𝑝+) фотоном 𝑘𝑖 = (𝜔𝑖, 𝑘𝑖) на ядрi в зов-

нiшньому iмпульсному полi (2.2)-(2.4) у першому борнiвському наближеннi по

взаємодiї електрона i позитрона з кулонiвським полем ядра. Дiаграми Фейнма-

на для процесу фотонародження пари на ядрi в зовнiшньому свiтловому полi

представленi на рисунку 4.1.

Хвильова функцiя початкового фотона визначається наступним виразом

𝐴𝑖 (𝑥, 𝑘𝑖) =

√︂
2𝜋

𝜔𝑖
·𝜀𝑖 · exp (𝑖𝑘𝑖𝑥) (4.1)

де 𝜀𝑖 i 𝑘𝑖 = (𝜔𝑖, 𝑘𝑖) – 4-вектор поляризацiї i 4-iмпульс початкового фотона,

(𝑘𝑖𝑥) = 𝜔𝑖𝑡− kix . Поле ядра опишемо кулонiвським потенцiалом у виглядi

𝐴0 (|x|) =
𝑍𝑒

|x|
. (4.2)
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Рис. 4.1. Дiаграми Фейнмана процесу фотонародження електрон-позитронної
пари на ядрi в полi iмпульсної електромагнiтної хвилi. Подвiйнi вiльнi лiнiї
означають хвильовi функцiї електрона i позитрона в полi хвилi, внутрiшнi
лiнiї − функцiям Грiна електрона та позитрона в полi хвилi, хвилястi лiнiї

вiдповiдають початковому 𝛾 -кванту 𝑘𝑖 i переданому ядру iмпульсу 𝑞 .

4.1.1. Амплiтуда переходу для процесу фотонародження пари.

Вiдмiтимо той факт, що процес ФНП на ядрi є крос-канал процесу галь-

мiвного випромiнювання електрона на ядрi. Тому, вирази для амплiтуди лазер-

модифiкованого процесу ФНП можуть бути отриманi iз вiдповiдних спiввiдно-

шень для процесу СГВ використовуючи замiни:

𝑝− → 𝑝𝑓 , 𝑝+ → −𝑝𝑖, 𝑘𝑖 → −𝑘′. (4.3)

де 𝑝− , 𝑝+ , 𝑘𝑖 – 4-iмпульси електрона, позитрона i початкового фотона, вiд-

повiдно. Процес спонтанного гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi

в iмпульсному лазерному полi було детально описано в попередньому роздiлi

та роботах [169–171]. Ураховуючи вказанi результати, можна представити ам-

плiтуду переходу для процесу ФНП на ядрi в помiрно сильному iмпульсному

полi (1.15) у виглядi

𝑆(±) =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑆
(±)
𝑙 , (4.4)
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де 𝑆(±)
𝑙 – парцiальна амплiтуда ФНП, яка вiдповiдає процесам з випромiнюва-

нням ( 𝑙 > 0 ) або поглинанням ( 𝑙 < 0 ) |𝑙| фотонiв зовнiшнього поля:

𝑆
(±)
𝑙 = −𝑖 𝑍𝑒3

√
𝜋√

2𝜔𝑖𝐸−𝐸+
�̄�− [𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) +𝐵𝑙+ (𝜀𝑖, 𝛾0)]𝑢+. (4.5)

Тут функцiї 𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) , 𝐵𝑙+ (𝜀𝑖, 𝛾0) вiдповiдають дiаграмам а) i б) (див. рису-

нок 4.1) для процесу ФНП на ядрi в iмпульсному свiтловому полi.

Розглянемо дiаграму а), для якої (див. також [169–171]):

𝐵𝑙−(𝛾0, 𝜀𝑖)=
∞∑︁

𝑛=−∞

2𝜔

q2 + 𝑞0(𝑞0−2𝑞𝑧)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜉

Λ𝑙−𝑛(𝜉) 𝛾0

[︁
𝑞− +𝑚+ 𝜉𝑘

]︁
𝜀𝑖 Λ𝑛(𝜉)

𝑞2− −𝑚2 + 2𝜉 (𝑘𝑞−) + 𝑖0
, (4.6)

де 4-вектор 𝑞 = (𝑞0, 𝑞) – переданий ядру 4-iмпульс; 𝑞− – 4-iмпульс електрона в

промiжному станi ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞 = 𝑝− + 𝑝+ − 𝑘𝑖 + 𝑙𝑘

𝑞− = 𝑘𝑖 − 𝑛𝑘 − 𝑝+,

𝑞+ = 𝑘𝑖 − 𝑛𝑘 − 𝑝−.

(4.7)

Тут 𝑞+ – 4-вектор позитрона в промiжному станi для дiаграми б) (див. рис. 4.1).

У виразi (4.6) iнтегральнi функцiї Λ𝑙−𝑛 та Λ𝑛 вiдповiдно рiвнi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Λ𝑙−𝑛 (𝜉) = 𝜏

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 · 𝐿𝑙−𝑛 (𝜑) · exp {𝑖𝑞0𝜏𝜑− 𝑖 (𝜉𝜔𝜏)𝜑} ,

Λ𝑛 (𝜉) = 𝜏

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑′ · 𝐿𝑛 (𝜑′) · exp {𝑖 (𝜉𝜔𝜏)𝜑′} ;

(4.8)

де змiннi iнтегрування мають вигляд

𝜑 =
𝜙

𝜔𝜏
, 𝜑′ =

𝜙′

𝜔𝜏
. (4.9)

Осцилюючий характер пiдiнтегральної функцiї у виразi (4.8) визначає iсто-
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тну область змiнної iнтегрування 𝜉 :

|𝜉| . 1

𝜔𝜏
≪ 1. (4.10)

В iнтегралах (4.8) спецiальнi функцiї 𝐿𝑛 (𝜑′) , 𝐿𝑙−𝑛 (𝜑) , якi визначають

ймовiрностi вимушених процесiв в полi однiєї лазерної хвилi, плавно залежать

вiд змiнних iнтегрування (4.9) i визначаються таким чином

𝐿𝑛 (𝜑′) ≡ 𝐿𝑛

(︀
𝜒𝑞−𝑝+, 𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑′) 𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑′)

)︀
=

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙 · exp
{︀
𝑖
[︀
𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑′) sin

(︀
𝜙− 𝜒𝑞−𝑝+

)︀
𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑′) sin 2𝜙− 𝑛𝜙

]︀}︀
.

(4.11)

Аргументи iнтегральної функцiї (4.11) вiдiграють роль параметрiв багато-

фотонностi та у розглянутому випадку набувають форми

tan𝜒𝑞−𝑝+ = 𝛿

(︀
𝑒𝑦𝑄𝑞−𝑝+

)︀(︀
𝑒𝑥𝑄𝑞−𝑝+

)︀ , 𝑄𝑞−𝑝+ =
𝑞−

(𝑘𝑞−)
− 𝑝+

(𝑘𝑝+)
, (4.12)

𝛾𝑞−𝑝 (𝜑′) = 𝜂 (𝜑′)𝑚

√︁(︀
𝑒𝑥𝑄𝑞−𝑝+

)︀2
+ 𝛿2

(︀
𝑒𝑦𝑄𝑞−𝑝+

)︀2
, (4.13)

𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑′) =
1

8

(︀
1 − 𝛿2

)︀
𝜂2 (𝜑′)𝑚2

[︂
1

(𝑘𝑞−)
+

1

(𝑘𝑝+)

]︂
. (4.14)

Зазначимо, що спецiальна функцiя 𝐿𝑛 (𝜑′) вiдповiдає процесу народження

пари початковим фотоном в зовнiшньому полi, а функцiя 𝐿𝑙−𝑛 (𝜑) вiдповiд-

ає процесу розсiювання електрона (дiаграма а)) чи позитрона (дiаграма б)) на

ядрi з вимушеним випромiнюванням чи поглинанням |𝑙 − 𝑛| фотонiв лазерно-

го поля. Функцiю 𝐿𝑙−𝑛 (𝜑) ≡ 𝐿𝑙−𝑛

(︀
𝜒𝑝−𝑞−, 𝛾𝑝−𝑞− (𝜑) 𝛽𝑝−𝑞− (𝜑)

)︀
легко отримати з

виразiв (4.11)-(4.14) замiною: 𝑛→ 𝑙 − 𝑛 ; 𝑞− → 𝑝− ; 𝑝+ → −𝑞− .

У подальшому дослiдженнi в цьому пiдроздiлi зосередимо увагу на нерезо-

нансному випадку, коли для 4-iмпульсiв електрона та позитрона в промiжному
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станi виконується умова:

𝑞2± −𝑚2 ≫ (𝑘𝑞±)

𝜔𝜏
. (4.15)

У нерезонансному випадку (4.15) в амплiтудi 𝐵𝑙− (4.6) можна покласти

𝜉 = 0 скрiзь, за винятком показникiв експонент. Це дозволяє легко провести

iнтегрування по змiннiй 𝜉 . Пiсля простих математичних перетворень вираз для

функцiї 𝐵𝑙− (4.6) набере наступного вигляду

𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) =
∞∑︁

𝑛=−∞

4𝜋 · Λ
(−)
𝑛,𝑙−𝑛 (𝑞0)

q2 + 𝑞0 (𝑞0 − 2𝑞𝑧)
· 𝛾0 (𝑞− +𝑚) 𝜀𝑖

𝑞2− −𝑚2
, (4.16)

Λ
(−)
𝑛,𝑙−𝑛 (𝑞0) = 𝜏

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 · 𝐿𝑛

(︀
𝜒𝑞−𝑝+, 𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑) 𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑)

)︀
×

×𝐿𝑙−𝑛

(︀
𝜒𝑝−𝑞−, 𝛾𝑝−𝑞− (𝜑) 𝛽𝑝−𝑞− (𝜑)

)︀
exp (𝑖𝑞0𝜏𝜑) .

(4.17)

Вiдмiтимо, що вираз для амплiтуди 𝐵𝑙+ (𝜀*, 𝛾0) можна отримати зi спiв-

вiдношень (4.16)-(4.17), якщо зробити замiни: 𝑞− → −𝑞+ та 𝛾0 ↔ 𝜀𝑖 .

З виразiв (4.11)-(4.14) випливає, що функцiя перед експонентою в iнтегралi

(4.17) є плавно змiнною функцiєю аргументу 𝜑 . Отже, в показнику експоненти

𝑞0𝜏 . 1 iнакше iнтеграл (4.17) буде малий з огляду на швидкi осциляцiї пiдiнте-

гральної функцiї. Закон збереження енергiї для дослiджуваного процесу ФНП

на ядрi в iмпульсному лазерному полi виконується в рамках спiввiдношення:

𝑞0 = 𝐸− + 𝐸+ − 𝜔𝑖 + 𝑙𝜔 .
1

𝜔𝜏
· 𝜔 ≪ 𝜔. (4.18)

У законi збереження (4.18) величина 𝑙 може бути вимiряна експеримен-

тально i визначає кiлькiсть фотонiв зовнiшнього поля, що були випромiненi

( 𝑙 > 0 ) чи поглинутi ( 𝑙 < 0 ) в процесi народження пари початковим фото-

ном на ядрi. Iстотна область значень 𝑙 визначається показником спецiальних

функцiй 𝐿𝑙 (4.11), якi визначають iмовiрнiсть багатофотонних процесiв. З вла-

стивостей функцiй 𝐿𝑙 i виразу для аргументу (4.13) випливає, що основний
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вклад у суму (4.4) вносять процеси з випромiнюванням або поглинанням числа

фотонiв:

|𝑙| . 𝛾0 = 𝜂0 ·𝑚𝑣±/𝜔. (4.19)

У областi помiрно сильних полiв (1.15) i релятивiстських енергiй електрона i

позитрона (𝐸± & 𝑚 ) енергетичним вкладом фотонiв зовнiшнього поля в спiв-

вiдношеннях (4.7) можна знехтувати, оскiльки

|𝑙|𝜔/𝐸± . 𝜂0𝑚/𝐸± ≪ 1. (4.20)

З огляду на це проведемо пiдсумовування по iндексу 𝑛 у виразi (4.16):

𝑆
(±)
𝑙 = −𝑖 𝑍𝑒3

√
𝜋√

2𝜔𝑖𝐸−𝐸+
· 4𝜋 · ∆𝑙 (𝑞0)

q2 + 𝑞0 (𝑞0 − 2𝑞𝑧)

(︁
�̄�−𝑀

(±)𝑢+

)︁
(4.21)

𝑀 (±) = 𝛾0
𝑞− +𝑚

𝑞2− −𝑚2
𝜀𝑖 + 𝜀𝑖

−𝑞+ +𝑚

𝑞2+ −𝑚2
𝛾0, (4.22)

∆𝑙 (𝑞0) = 𝜏

∫︁ ∞

−∞
𝐿𝑙 [𝜒±, 𝛾± (𝜑) 𝛽± (𝜑)] · exp (𝑖𝑞0𝜏𝜑) 𝑑𝜑, (4.23)

tan𝜒± = 𝛿
(𝑒𝑦𝑞±)

(𝑒𝑥𝑞±)
, 𝑞± =

𝑝−
(𝑘𝑝−)

− 𝑝+
(𝑘𝑝+)

, (4.24)

𝛾± (𝜑) =
𝜂 (𝜑)

𝜔

√︁
(𝑒𝑥𝑞±)2 + 𝛿2 (𝑒𝑦𝑞±)2, (4.25)

𝛽± (𝜑) =
1

8

(︀
1 − 𝛿2

)︀
𝜂20 𝑔

2(𝜑)

(︂
1

(𝑘𝑝−)
+

1

(𝑘𝑝+)

)︂
. (4.26)

Вирази (4.4), (4.21)-(4.26) визначають шукану нерезонансну амплiтуду проце-

су фотонародження релятивiстської пари електрон-позитрон на ядрi в помiрно

сильному iмпульсному полi. Пiдкреслимо, що ця амплiтуда справедлива i для

нерелятивiстських енергiй частинок за умови: 𝜂0 ≪ 𝑣± .
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4.1.2. Перерiз процесу фотонародження пари на ядрi.

Диференцiальний перерiз процесу ФНП на ядрi в iмпульсному лазерному

полi визначається з амплiтуди (4.4), (4.21)-(4.26) за загальними правилами. Вiн

має вид суми по парцiальних компонентах:

𝑑𝜎(±) =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑑𝜎
(±)
𝑙 , (4.27)

де 𝑑𝜎
(±)
𝑙 – парцiальний диференцiальний перерiз ФНП на ядрi в iмпульсному

лазерному полi з випромiнюванням ( 𝑙 > 0 ) або поглинанням ( 𝑙 < 0 ) |𝑙| фотонiв

лазерного поля. Парцiальний перерiз визначається наступним виразом

𝑑𝜎
(±)
𝑙 =

⃒⃒⃒
𝑆
(±)
𝑙

⃒⃒⃒2
𝑇

𝑑3𝑝−

(2𝜋)3
𝑑3𝑝+

(2𝜋)3
, (4.28)

тут 𝑇 – деякий великий час спостереження 𝑇 & 𝜏 .

Вiзьмемо до уваги спiввiдношення 𝑑3𝑝± = |p±|𝐸±𝑑𝐸±𝑑Ω± . З урахуван-

ням умови квазiмонохроматичностi зовнiшньої iмпульсної хвилi (2.4) можна

легко проiнтегрувати парцiальний диференцiальний перерiз (4.28) по енергiї

кiнцевого електрона. У результатi отримаємо парцiальний перерiз народження

електрон-позитронної пари фотоном на ядрi в iмпульсному полi у виглядi

𝑑𝜎
(±)
𝑙 =

𝑍2𝛼𝑟2𝑒
(2𝜋)2

· 𝑚
2 |p+| |p−|
𝜔𝑖𝑞4

⃒⃒⃒
�̄�−𝑀

(±)𝑢+

⃒⃒⃒2
𝑊

(±)
𝑙 𝑑Ω+𝑑Ω−𝑑𝐸+, (4.29)

𝑊
(±)
𝑙 =

1

𝜌

∫︁ 𝜌/2

−𝜌/2

|𝐿𝑙 [𝜒±, 𝛾± (𝜑) 𝛽± (𝜑)]|2 𝑑𝜑, 𝜌 =
𝑇

𝜏
. (4.30)

У нашому дослiдженнi залишимо поза увагою поляризацiйнi ефекти. То-

дi диференцiальний перерiз лазер-модифiкованого процесу ФНП на ядрi (4.29)

слiд усереднити по поляризацiї початкового фотона i пiдсумувати по поляриза-

цiях електрона та позитрона в кiнцевих станах. Пiсля проведення вiдповiдних

математичних перетворень отримаємо нерезонансний диференцiальний перерiз
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процесу ФНП на ядрi в iмпульсному лазерному полi в наступному виглядi

𝑑𝜎
(±)
𝑙 = 𝑑𝜎(±)

* ·𝑊 (±)
𝑙 , (4.31)

де 𝑑𝜎
(±)
* – диференцiальний перерiз ФНП на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього

поля [9,72]; 𝑊 (±)
𝑙 – iмовiрнiсть вимушеного випромiнювання або поглинання |𝑙|

фотонiв зовнiшнього поля (4.30). Таким чином, у розглянутому нерезонансному

випадку парцiальний перерiз ФНП факторизується на добуток перерiзу ФНП

на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля та ймовiрнiстi вимушеного випромiню-

вання або поглинання фотонiв зовнiшнього поля.

Слiд зазначити, що в граничному переходi до моделi плоскої монохрома-

тичної хвилi (𝜔𝜏 → ∞ ) вираз для ймовiрнiстi (4.30) набуває вигляду

𝑊
(±)
𝑙 = |𝐿𝑙 [𝜒±, 𝛾± (0) 𝛽± (0)]|2 . (4.32)

Тодi спiввiдношення (4.31)-(4.32) представляють парцiальний перерiз процесу

ФНП релятивiстських енергiй на ядрi для моделi плоскої помiрно сильної моно-

хроматичної хвилi (1.15). Як слiдує з (4.30), (4.32), в iмпульсному полi ймовiр-

нiсть процесiв вимушеного випромiнювання або поглинання фотонiв зовнiшньо-

го поля визначається як середнє значення по лазерному iмпульсу вiд вiдповiдної

ймовiрнiстi в полi монохроматичної хвилi.

Диференцiальний перерiз (4.27), (4.31) у випадку релятивiстських енергiй

пари можна легко пiдсумувати по усiх можливих процесах випромiнювання i

поглинання фотонiв лазерного поля з огляду на умову (4.20):

𝑑𝜎(±) =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑑𝜎
(±)
𝑙 = 𝑑𝜎(±)

*

∞∑︁
𝑙=−∞

𝑊
(±)
𝑙 = 𝑑𝜎(±)

* . (4.33)

Таким чином, для релятивiстських енергiй електрона i позитрона пiсля пiдсу-

мовування парцiальних перерiзiв по усiх процесах вимушеного випромiнювання

i поглинання фотонiв всi iстотно квантовi внески компенсуються i диференцi-

альний перерiз (4.33) спiвпадає з перерiзом ФНП на ядрi за вiдсутностi поля.
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4.1.3. Нерелятивiстськi енергiї електрон-позитронної пари.

Розглянемо процес народження пари фотоном на ядрi в iмпульсному полi

лазера у випадку нерелятивiстських енергiй електрона i позитрона, коли пi-

сля народження швидкiсть їх осциляцiй в лазерному полi одного порядку за

величиною зi швидкiстю поступального руху

𝜂0 . 𝑣± ≪ 1. (4.34)

Оскiльки, дослiдження процесу проводиться в рамках борнiвського наближе-

ння, то в таких умовах на величину енергiї початкового фотона накладається

обмеження

𝑍𝛼≪
√︂
𝜔𝑖 − 2𝑚

𝑚
≪ 1. (4.35)

Закон збереження енергiї (4.18) в цьому випадку спрощується до вигляду

p2
−

2𝑚
+

p2
+

2𝑚
−𝑚𝑇𝑖 + 𝑙𝜔 .

1

𝜔𝜏
· 𝜔, (4.36)

де для зручностi введена безрозмiрна величина 𝑇𝑖 , яка визначаться енергiєю

початкового фотона:

𝑇𝑖 ≡
𝜔𝑖 − 2𝑚

𝑚
. (4.37)

Ураховуючи властивостi iнтегральних функцiй 𝐿𝑙 , легко оцiнити по поряд-

ку величини кiлькiсть фотонiв 𝑙 , що випромiнюють або поглинають електрон

та позитрон нерелятивiстських енергiй у процесi ФНП:

|𝑙| . 𝛾± ∼ 𝛾0 = 𝜂0
𝑚𝑣±
𝜔

⇒ |𝑙|𝜔 ∼ 𝜂0
𝑣±

·
𝑝2±
𝑚

.
𝑝2±
𝑚
. (4.38)

Таким чином, для помiрно сильних iнтенсивностей (1.15) енергетичними по-

правками по полю в законi збереження енергiї (4.36) знехтувати не можна.
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Пiсля спрощень у нерелятивiстському наближеннi, отримаємо наступний

аналiтичний вираз для нерезонансного диференцiального перерiзу ФНП на ядрi

в iмпульсному полi:

𝑑𝜎(±) =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑑𝜎
(±)
𝑙 , (4.39)

𝑑𝜎
(±)
𝑙 =

𝑍2𝛼𝑟2𝑒
64𝜋2

· |p+| |p− (𝑙)|
𝑚5

×

×
(︀
p2
+ sin2 𝜃+ + p2

− (𝑙) · sin2 𝜃−
)︀
·𝑊 (±)

𝑙 · 𝑑Ω+𝑑Ω−𝑑𝐸+,
(4.40)

де 𝜃− = ∠ (k,p−) та 𝜃+ = ∠ (k,p+) – полярнi кути електрона i позитрона.

Подальший аналiз будемо проводити для циркулярної поляризацiї зовнi-

шньої хвилi ( 𝛿 = ±1 ) з огинаючою функцiєю потенцiалу у виглядi функцiї

Гауса. Функцiя 𝑊
(±)
𝑙 (4.30), яка визначає ймовiрнiсть парцiальних процесiв, у

випадку циркулярної поляризацiї набуває вигляду

𝑊
(±)
𝑙 =

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝐽2
𝑙

(︀
𝛾𝑙 exp

{︀
−(2𝜑)2

}︀)︀
𝑑 (2𝜑) , (4.41)

𝛾𝑙 =
𝜂0
𝜔

sin 𝜃+

√︃
p2
+p

2
− (𝑙) · sin2 𝜃−

sin2 𝜃+
− 2 |p+| |p− (𝑙)| sin 𝜃−

sin 𝜃+
cos𝜙. (4.42)

Азимутальний кут 𝜙 – є кут мiж площинами (k𝑖,p−) та (k𝑖,p+) , а величина

|p− (𝑙)| визначається iз закону збереження енергiї (4.36):

|p− (𝑙)| = 𝑚

√︃
2

(︂
𝑇𝑖 −

𝑙𝜔

𝑚

)︂
− p2

+

𝑚2
. (4.43)

На вiдмiну вiд розглянутого вище випадку релятивiстських енергiй, у силу

залежностi вiд числа фотонiв 𝑙 парцiальний перерiз процесу ФНП нереляти-

вiстських енергiй (4.40) не факторизується на перерiз процесу ФНП за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля та ймовiрнiсть вимушених процесiв. Енергiя, яка може

випромiнюватися або поглинатися з поля народженою парою, може бути одного
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порядку за величиною з їх кiнетичною енергiєю. Виникає питання, наскiльки

перерiз (4.39), пiдсумований по парцiальних процесах, буде вiдрiзнятися вiд ди-

ференцiального перерiзу звичайного процесу ФНП фотоном на ядрi.

У подальшому дослiдженнi обмежимося випадком, коли поперечнi компо-

ненти iмпульсу початкового фотона дорiвнюють нулю. Це вiдповiдає паралель-

ному (𝑘𝑖 ↑↑ 𝑘 ) або зустрiчному (𝑘𝑖 ↑↓ 𝑘 ) руховi початкового фотона i фотона

зовнiшньої хвилi. Покладемо також, що електрон i позитрон вилiтають з рiв-

ними полярними кутами sin 𝜃− = sin 𝜃+ = sin 𝜃± . У цьому випадку вiдношення

нерезонансного перерiзу ФНП на ядрi в iмпульсному свiтловому полi до вiдпо-

вiдного перерiзу ФНП на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля набуває вигляду

𝑅 =
𝑑𝜎(±)

𝑑𝜎
(±)
*

=

𝑙max∑︁
𝑙=−∞

√︀
1 − 2𝐹𝑙 (1 − 𝐹𝑙)

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝐽2
𝑙

(︀
𝛾𝑙 (𝜙) exp

{︀
−𝜑2

}︀)︀
𝑑𝜑, (4.44)

𝐹𝑙 =
𝑙𝜔

𝑚𝑇𝑖
, 𝛾𝑙 (𝜙) = 𝜂0

𝑚
√

2𝑇𝑖
𝜔

sin 𝜃±

√︁
1 − 2𝐹𝑙 −

√︀
1 − 2𝐹𝑙 cos𝜙. (4.45)

Зазначимо, що максимальна кiлькiсть випромiнюваних фотонiв 𝑙max обмежена

законом збереження енергiї (4.36).

На рисунку 4.2 представлено вiдношення перерiзiв 𝑅 (4.44) як функцiю

азимутального кута 𝜙 при фiксованих полярних кутах вильоту пари. Це вiдно-

шення розглянуто для моделi плоскої монохроматичної хвилi i моделi iмпуль-

сної хвилi. Вiдмiтимо, що диференцiальний перерiз ФНП на ядрi за вiдсутностi

зовнiшнього поля в нерелятивiстському випадку не залежить вiд азимутального

кута, тобто має аксiальну симетрiю [9].

З рисункiв 4.2 видно, що пiдсумований по парцiальних процесах перерiз

𝑑𝜎(±) бiльший за перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля 𝑑𝜎
(±)
* для всiх зна-

чень азимутального кута. Максимум вiдношення 𝑅 (4.44) припадає на значення

кута 𝜙 = 180∘ , що вiдповiдає народженню електрона та позитрона в площинi

з падаючим фотоном. У цьому випадку в процесi народження електрон i пози-

трон поглинає з хвилi найбiльшу кiлькiсть фотонiв iмпульсної хвилi, оскiльки

параметри 𝛾𝑙 (𝜙) та |𝐹𝑙| (4.45) – максимальнi.
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а)

b)

Рис. 4.2. Залежнiсть вiдношення перерiзiв 𝑅 (4.44) вiд азимутального кута.
Енергiя початкового фотона 𝜔𝑖 = 1, 027 МеВ (𝑇𝑖 = 0, 01 ); електрон i позитрон
вилiтають з рiвними полярними кутами: а) 𝜃± = 30∘ ; б) 𝜃± = 90∘ ; швидкiсть
позитрона 𝑣+ = 0, 1 ; iнтенсивнiсть поля в центрi лазерного iмпульсу 𝜂0 = 0, 1 ;

енергiя фотона лазерного поля 𝜔 = 2, 35 еВ.
Суцiльна лiнiя вiдповiдає випадку iмпульсної хвилi (𝜌 = 3 ),

пунктирна лiнiя – випадку монохроматичної хвилi.
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Як видно з рисунку 4.2 а), для кутiв вильоту електрона i позитрона

𝜃± = 30∘ нерезонансний перерiз 𝑑𝜎(±) може на 25% перевищувати звичай-

ний перерiз 𝑑𝜎(±)
* , при цьому для моделi монохроматичної хвилi нерезонансний

перерiз бiльше нiж у два рази перевищує звичайний перерiз. З рисунку 4.2 б)

видно, що для кутiв вильоту електрона i позитрона 𝜃± = 90∘ нерезонансний

перерiз 𝑑𝜎(±) може у два рази перевищувати звичайний перерiз 𝑑𝜎
(±)
* , при

цьому для моделi монохроматичної хвилi нерезонансний перерiз у шiсть разiв

перевищує звичайний перерiз. У цьому випадку максимум розподiлу вiдповiдає

вильоту електрона i позитрона уздовж однiєї лiнiї в протилежних напрямах.

Вiдмiннiсть в абсолютнiй величинi перевищення нерезонансного перерiзу

над звичайним перерiзом ФНП на ядрi для iмпульсного поля i монохромати-

чної хвилi легко зрозумiти. У роботi [169] було дослiджено розподiл ймовiрнiстi

по числу фотонiв лазерного поля для моделей монохроматичної хвилi та iмпуль-

сної хвилi. Було показано, що для iмпульсної лазерної хвилi найбiльш вiрогiднi

процеси з числом фотонiв 𝑙 ∼ 1 , а для випадку монохроматичної хвилi – 𝑙 ∼ 𝛾0 .

Таким чином, у випадку iмпульсної хвилi ймовiрнiстi вимушених процесiв на-

бувають перерозподiлу i процеси з поглинанням та випромiнюванням 𝑙 ∼ 𝛾0

фотонiв пригнiченi.

4.2. Резонансне фотонародження електрон-позитронної пари на

ядрi в полi iмпульсного лазера.

У цьому пiдроздiлi розглянемо резонанснi властивостi процесу ФНП на

ядрi в iмпульсному полi лазера, що пов’язанi з виходом промiжної частинки на

масову оболонку. Умова виникнення резонансу для процесу ФНП визначається

спiввiдношенням:

𝑞2± −𝑚2 .
(𝑘𝑞±)

𝜔𝜏
. (4.46)

Тобто 4-iмпульс частинки в промiжному станi в умовах резонансу лежить по-

близу масової поверхнi.
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Рiвностi в спiввiдношеннi (4.7), що визначають 4-iмпульси 𝑞 та 𝑞± , зручно

записати для амплiтуд а) i б) (рис. 4.1) вiдповiдно у виглядi⎧⎨⎩ 𝑘𝑖 + 𝑟𝑘 = 𝑞− + 𝑝+,

𝑞 = 𝑝− − 𝑞− (𝑙 + 𝑟) 𝑘;
(4.47)

⎧⎨⎩ 𝑘𝑖 + 𝑟𝑘 = 𝑝− + 𝑞+,

𝑞 = 𝑝+ − 𝑞+ (𝑙 + 𝑟) 𝑘.
(4.48)

Вирази (4.47)-(4.48) по сутi є законами збереження 4-iмпульсу для вершин дiа-

грам (рис. 4.1), якi в силу умови (4.46) виконуються тiльки для значень 𝑟 > 0 .

Ураховуючи умову (4.46), з виразу (4.47) можна отримати енергiю поча-

ткового фотона 𝜔𝑟𝑒𝑠
𝑖 (резонансну частоту), для якої може спостерiгатися ре-

зонанс. З точнiстю до членiв нульового порядку по малому параметру (𝜔𝜏)−1

для дiаграм а) i б) (див. рис. 4.1) отримаємо:

𝜔𝑟𝑒𝑠
𝑖 = 𝜔±

𝑖 ≡ 𝑟𝜔 · (𝑛𝑝∓)

(𝑛𝑖𝑞±)
, (4.49)

𝑛 = 𝑘/𝜔 = (1,n) , 𝑛𝑖 = 𝑘𝑖/𝜔𝑖 = (1,n𝑖) . (4.50)

В областi помiрно сильних полiв (1.15) закон збереження енергiї ( 𝑞0 ≈ 0 )

можна записати у виглядi

𝜔𝑖 ≈ 𝐸− + 𝐸+. (4.51)

Як слiдує з виразу (4.49), в областi помiрно сильних полiв резонанси можли-

вi лише для ультрарелятивiстських позитрона 𝑝+ (дiаграма а)) i електрона

𝑝− (дiаграма б)), якщо вони рухаються у вузькому конусi з початковим 𝛾 -

квантом 𝑘𝑖 . При цьому резонанснi частоти (4.49) набувають вигляду

𝜔±
𝑖 =

𝐸±

1 −𝑊±/𝐸±
, 𝑊± =

𝑚2

𝑟𝜔
·
(︀
1 + 𝛿2𝑖±

)︀
2 (𝑛𝑛𝑖)

, (4.52)
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де

𝛿𝑖± = 𝜃𝑖± · (𝐸±/𝑚) , 𝜃𝑖± = ∠ (k𝑖,p±) ≪ 1. (4.53)

Таким чином, резонанси можливi лише для енергiй позитрона (електрона) бiль-

ших порогового значення 𝑊± (4.52): 𝐸± > 𝑊± ∼ 𝑚2/𝜔.

Використовуючи вирази для резонансних частот (4.52), нескладно отрима-

ти енергiю позитрона в умовах резонансу

𝐸+ =
1

2

⎧⎨⎩1 ±

√︃
1 − 𝜔𝑡ℎ

𝑖

𝜔𝑖

⎫⎬⎭ · 𝜔𝑖, (4.54)

де 𝜔𝑡ℎ
𝑖 – порогова енергiя початкового 𝛾 -кванта, яка визначається так

𝜔𝑡ℎ
𝑖 =

2𝑚2

𝜔 (1 − cos 𝜃𝑖)
, 𝜃𝑖 = ∠ (k,k𝑖) . (4.55)

Як видно з виразу (4.55), величина порогової енергiї початкового фотона

iстотно залежить вiд його орiєнтацiї вiдносно напряму поширення хвилi. Так,

порогова енергiя мiнiмальна, коли початковий фотон поширюється назустрiч

хвилi. У протилежному випадку, при паралельному русi початкового фотона

з фотонами зовнiшнього поля, резонанси не спостерiгаються. Вiдмiтимо, що

енергiю електрона можна отримати iз виразу (4.54) шляхом змiни знака на

протилежний перед квадратним коренем.

З виразу (4.54) випливає, що поблизу порога (𝜔𝑖 − 𝜔𝑡ℎ
𝑖 ≪ 𝜔𝑡ℎ

𝑖 ) енергiї на-

роджених електрона та позитрона рiвнi (𝐸+ = 𝐸− ∼= 𝜔𝑡ℎ
𝑖 /2 ). Якщо ж енергiя

початкового фотона велика, тобто 𝜔𝑖 ≫ 𝜔𝑡ℎ
𝑖 , тодi енергiї електрона i позитрона

iстотно вiдрiзняються одна вiд одної: 𝐸± = 𝜔𝑖 − 𝜔𝑡ℎ
𝑖 /4 ≈ 𝜔𝑖 , 𝐸∓ ≈ 𝜔𝑡ℎ

𝑖 /4 ).

Умова iнтерференцiї резонансних амплiтуд для дiаграм а) та б) на рисун-

ку 4.1 набуває вигляду

𝜔+
𝑖 = 𝜔−

𝑖 ⇒ (𝑛𝑝−) (𝑛𝑖𝑞−) = (𝑛𝑝+) (𝑛𝑖𝑞+) . (4.56)
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Використовуючи закон збереження енергiї (4.51) i вирази для частоти (4.52)

отримаємо, що iнтерференцiя резонансних амплiтуд вiдбувається, якщо еле-

ктрон 𝑝− i позитрон 𝑝+ рухаються у вузькому конусi з падаючим 𝛾 -квантом

𝑘𝑖 , причому 𝛿𝑖− = 𝛿𝑖 , i 𝜃𝑖− ∼ 𝜔/𝐸− .

Надалi розглянемо резонанс однiєї з дiаграм. Вважатимемо, що енергiя i,

вiдповiдно, частота початкового фотона має значення

𝜔𝑖 ≈ 𝜔𝑟𝑒𝑠
𝑖 = 𝜔−

𝑖 . (4.57)

4.2.1. Резонансна амплiтуда процесу.

В умовах резонансу (4.49) амплiтуда процесу ФНП на ядрi в iмпульсному

свiтловому полi має вигляд

𝑆(±) =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑆
(±)
𝑙 , (4.58)

де 𝑆
(±)
𝑙 – парцiальна амплiтуда, яка вiдповiдає процесам з випромiнюванням

або поглинанням |𝑙| -фотонiв зовнiшнього поля

𝑆
(±)
𝑙 = −𝑖 𝑍𝑒3

√
𝜋√

2𝜔𝑖𝐸−𝐸+
�̄�− [𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) +𝐵𝑙+ (𝜀𝑖, 𝛾0)]𝑢+. (4.59)

Тут функцiї 𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) та 𝐵𝑙+ (𝜀𝑖, 𝛾0) вiдповiдають дiаграмам а) i б) для

процесу фотонародження електрон-позитронної пари на ядрi в iмпульсному ла-

зерному полi, якi зображенi на рисунку 4.1. Отримаємо явний вигляд цих фун-

кцiй пiсля введення резонансного параметра та iнтегрування за схемою (3.93):

𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) =
∞∑︁

𝑟=−∞

2𝜔𝜏 2

q2 + 𝑞0 (𝑞0 − 2𝑞𝑧)
· 𝑖𝜋

2 (𝑘𝑞−)
×

×
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑𝐿𝑙+𝑟 (𝜑) exp {𝑖 (𝑞0𝜏 + 2𝛽)𝜑} · 𝛾0 (𝑞− +𝑚)×

×
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑′𝐹−𝑟 (𝜑′) exp {−2𝑖𝛽𝜑′}

(4.60)
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𝛽 =
𝑞2− −𝑚2

4 (𝑘𝑞−)
𝜔𝜏. (4.61)

Тут функцiї 𝐹−𝑟 (𝜑′) , 𝐿𝑙+𝑟 (𝜑) плавно залежать вiд змiнних iнтегрування та

визначенi наступними спiввiдношеннями

𝐹−𝑟 (𝜑′) = 𝜀* · 𝐿−𝑟

(︀
𝜒𝑞−𝑝+, 𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑′) , 𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑′)

)︀
+

+ ((𝑒𝑥 + 𝑖𝛿𝑒𝑦) 𝑏𝜂) · 𝑔 (𝜑′)𝐿−𝑟+1

(︀
𝜒𝑞−𝑝+, 𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑′) , 𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑′)

)︀
,

(4.62)

𝑏𝜂 =
1

4
𝜂0𝑚

(︃
𝜀*𝑘𝛾

(𝑘𝑝𝑖)
+
𝛾𝑘𝜀*

(𝑘𝑞𝑖)

)︃
, (4.63)

𝐿−𝑟

(︀
𝜒𝑝−𝑞−, 𝛾𝑝−𝑞− (𝜑′) , 𝛽𝑝−𝑞− (𝜑′)

)︀
=

=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙 exp
{︀
𝑖
[︀
𝛾𝑝−𝑞− (𝜑′) sin

(︀
𝜙− 𝜒𝑝−𝑞−

)︀
+ 𝛽𝑝−𝑞− (𝜑′) sin 2𝜙+ 𝑟𝜙

]︀}︀
.

(4.64)

З урахуванням закону збереження 4-iмпульсу (перше рiвняння в системi

(4.47)) та виду матричної функцiї 𝐹−𝑟

(︀
𝜒𝑞−𝑝+, 𝛾𝑞−𝑝+, (𝜑

′) 𝛽𝑞−𝑝+ (𝜑′)
)︀
(4.62) випли-

ває, що в резонансi вона визначає амплiтуду процесу народження фотоном з

4-iмпульсом 𝑘𝑖 електрон-позитронної пари з 4-iмпульсами 𝑞− та 𝑝+ за раху-

нок поглинання 𝑟 фотонiв зовнiшнього лазерного поля. Цей процес розглядався

Рiтусом, Нiкiшовим та iн. для випадку монохроматичної хвилi (див. огляд [2]),

а також Нарожним i Фофановим в iмпульсному лазерному полi [252]. Вели-

чина 𝐿𝑙+𝑟

(︀
𝜒𝑝−𝑞−, 𝛾𝑝−𝑞− (𝜑) , 𝛽𝑝−𝑞− (𝜑)

)︀
· 𝛾0 з урахуванням величини переданого

4-iмпульсу 𝑞 (див. другу рiвнiсть (4.47)) визначає амплiтуду процесу розсiюва-

ння промiжного електрона з 4-iмпульсом 𝑞− на ядрi в полi iмпульсної свiтлової

хвилi з поглинанням або випромiнюванням |𝑙 + 𝑟| фотонiв хвилi [139].

Отже, за вiдсутностi iнтерференцiї прямої та обмiнної амплiтуд, процес ре-

зонансного ФНП на ядрi в iмпульсному свiтловому полi ефективно зводиться до

двох послiдовних процесiв першого порядку за сталою тонкої структури: одно-

фотонне народження пари в полi iмпульсного лазера i розсiювання електрона
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на ядрi в полi iмпульсної хвилi (див. рис. 4.1). Для дiаграми б) на рис. 4.1 вiд-

мiннiсть полягає лише в замiнi значення 4-iмпульсу електрона в промiжному

станi 𝑞− → −𝑞+ i змiнi послiдовностi процесiв першого порядку.

Iнтегральнi функцiї (4.11) для циркулярної поляризацiї зовнiшньої хвилi

( 𝛿 = ±1 ) визначаються функцiями Бесселя цiлочисельного порядку. У випад-

ку циркулярної поляризацiї хвилi в умовах резонансу аргумент функцiї Бесселя

(4.13) для процесу однофотонного народження пари можна представити в на-

ступному виглядi

𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑′) = 2𝑟 · 𝜂0𝑔 (𝜑′) · 1 + 𝑧+
𝑧+𝑧𝑟

√︁
𝑧+𝑧𝑟 − (1 + 𝑧+)2, (4.65)

де iнварiантнi параметри 𝑧+ та 𝑧𝑟 визначаються як

𝑧+ =
(𝑘𝑝+)

(𝑘𝑞−)
≈ 𝐸+

𝜔𝑖 − 𝐸+
, 𝑧𝑟 = 2𝑟 · (𝑘𝑘𝑖)

𝑚2
. (4.66)

З виразiв (4.65)-(4.66) випливає, що в умовах резонансу, як i слiд було

чекати, для цiєї частини амплiтуди квантовий параметр Бункiна-Федорова пе-

реходить у класичний iнварiантний параметр

𝛾𝑞−𝑝+ (𝜑′) ∼ 𝜂0 ≪ 1. (4.67)

Отже, основний вклад у резонансний перерiз в областi помiрно сильних полiв

дає перший резонанс 𝑟 = 1 , коли функцiя Бесселя має найбiльше значення. Це

вiдповiдає тому, що процес однофотонного народження електрон-позитронної

пари в полi iмпульсної хвилi головним чином проходить за рахунок поглина-

ння одного фотона зовнiшнього поля. При цьому аргумент функцiї Бесселя

𝐽𝑙+𝑟

(︀
𝛾𝑝−𝑞− (𝜑)

)︀
по порядку величини 𝛾𝑝−𝑞− (𝜑) ∼ 𝛾0 & 1 i зберiгає свою кван-

тову природу. Отже, процес розсiювання промiжного електрона на ядрi в полi

помiрно сильної iмпульсної хвилi має багатофотонний характер.

Розглянемо резонансний процес ФНП на ядрi в iмпульсному свiтловому

полi циркулярної поляризацiї ( 𝛿 = ±1 ) за рахунок поглинання одного фотона
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зовнiшньої хвилi 𝑟 = 1 . Для огинаючої функцiї 4-потенцiалу у виглядi (2.2)

амплiтуду переходу процесу ФНП (4.60) можна спростити до вигляду

𝐵𝑙− (𝛾0, 𝜀𝑖) =
2𝜋 · 𝛾0 (𝑞− +𝑚)𝐹

q2 + 𝑞0 (𝑞0 − 2𝑞𝑧)
· −𝑖𝜔𝜏

2
√
𝜋

4 (𝑘𝑞−)
exp{−𝛽

2

4
}·𝐼(𝑞0, 𝛽), (4.68)

𝐹 = −1

2
exp{𝑖𝜒𝑞−𝑝+} 𝛾𝑞−𝑝+(0) 𝜀𝑖 + ((𝑒𝑥+𝑖𝛿𝑒𝑦) 𝑏𝜂) , (4.69)

𝐼(𝑞0, 𝛽) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 𝐽𝑙+1(𝜑) · exp{𝑖 (𝑞0𝜏+2𝛽)𝜑}·[erf (2𝜑+𝑖𝛽/2) + 1] . (4.70)

Тут erf (2𝜑+ 𝑖𝛽/2) є функцiя помилок, а функцiя 𝑏𝜂 пропорцiйна параметру

𝜂0 i визначена спiввiдношенням (4.63).

4.2.2. Резонансний перерiз процесу.

Диференцiальний перерiз процесу ФНП на ядрi в iмпульсному полi лег-

ко визначити за загальними правилами з виразiв для амплiтуди (4.58)-(4.59),

(4.68)-(4.70):

𝑑𝜎(±) =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑑𝜎
(±)
𝑙 , (4.71)

де 𝑑𝜎
(±)
𝑙 – парцiальний диференцiальний перерiз процесу ФНП на ядрi в iм-

пульсному полi лазера з випромiнюванням ( 𝑙 > 0 ) або поглинанням ( 𝑙 < 0 ) |𝑙|
фотонiв зовнiшнього поля.

В умовах резонансу й ультрарелятивiстських енергiй електрона та пози-

трона енергетичним вкладом фотонiв зовнiшнього лазерного поля можна зне-

хтувати. Завдяки цьому, резонансний перерiз (4.71) легко пiдсумувати по всiх

можливих процесах випромiнювання i поглинання фотонiв хвилi:

𝑑𝜎
(±)
1𝑟𝑒𝑠

𝑑𝐸+𝑑Ω+𝑑Ω−
=
𝑍2𝑒6

(2𝜋)2
|p−| |p+|
𝜔𝑖q4

|�̄�−𝑀−𝑢+|2 · 𝑃𝑟𝑒𝑠, (4.72)
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𝑃𝑟𝑒𝑠 = 𝜋 (𝜔𝜏)2
exp{−𝛽2/2}

64 (𝑘𝑞−)2
· 1

2𝜌

𝜌∫︁
−𝜌

𝑑𝜑 ·
⃒⃒⃒⃒
erf
(︂
𝜑+

𝑖𝛽

2

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒2
, (4.73)

𝑀− = 𝛾0 (𝑞− +𝑚)𝐹 . (4.74)

Не будемо розглядати поляризацiйнi ефекти. Пiсля проведення вiдповiдних усе-

реднень i пiдсумовувань, а також враховуючи, що тiлесний кут можна перетво-

рити до вигляду 𝑑Ω+ =
(︀
𝑚2/2𝐸2

+

)︀
𝑑𝛿2𝑖 𝑑𝜙 , отримаємо наступний вираз для ре-

зонансного диференцiального перерiзу ФНП на ядрi в iмпульсному лазерному

полi:

𝑑𝜎
(±)
1𝑟𝑒𝑠 =

1

2𝜋2
· 𝑚

2𝜔𝑖

𝑧+
· 𝑃𝑟𝑒𝑠 · 𝑑𝜎𝑠 (𝑞−) 𝑑𝑊

(1)
𝑝𝑎𝑖𝑟𝑑𝛿

2
𝑖+𝑑𝜙. (4.75)

Тут

𝑑𝜎𝑠 (𝑞−) = 2𝑧2𝑟2𝑒
|p−|𝑚2

|q−|q4

(︀
𝑚2 + 𝐸−(𝑞−)0 + p−q−

)︀
𝑑Ω−, (4.76)

є диференцiальним перерiзом розсiювання на ядрi електрона з 4-iмпульсом 𝑞− ,

а функцiя

𝑑𝑊
(1)
𝑝𝑎𝑖𝑟 = 𝛼

𝜂20𝑚
2

4𝜔𝑖

{︃
4(1+𝑧+)2

𝑧+𝑧1

(︃
1 − (1+𝑧+)2

𝑧+𝑧1

)︃
− 2 +

(1+𝑧+)2

𝑧+

}︃
· 𝑑𝑧+

(1+𝑧+)2
(4.77)

виражає ймовiрнiсть народження початковим фотоном 𝑘𝑖 пари електрон-

позитрон з 4-iмпульсами 𝑞− та 𝑝+ за рахунок поглинання одного фотона зов-

нiшнього поля. Проведемо iнтегрування у виразi (4.75) по азимутальному куту

𝑑𝜙 i параметру 𝑑𝛿2𝑖 . При цьому зробимо замiну змiнної iнтегрування 𝑑𝛿2𝑖 → 𝑑𝛽 ,

де параметр 𝛽 (4.61) в умовах резонансу набуває виду

𝛽 =
𝜔𝜏

2

[︃
1 − (1 + 𝑧+)2

𝑧+𝑧1

(︀
1 + 𝛿2𝑖+

)︀]︃
. (4.78)
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У результатi цього отримаємо

𝑑𝜎
(±)
1𝑟𝑒𝑠 =

√︂
𝜋

2
· 𝜔𝜏

2
· 𝜔𝑖

𝑚2𝑧1
· 𝑑𝜎𝑠 (𝑞−) 𝑑𝑊

(1)
𝑝𝑎𝑖𝑟. (4.79)

У кiнематичнiй областi резонансу процес ФНП на ядрi, що проходить за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля, був розглянутий Байєром та iн. [95]. Було показано, що

амплiтуди а) i б) (див. рис. 4.1) мають полюси в рiзних областях кутiв вильоту

пари i тому не iнтерферують мiж собою. При цьому перерiз факторизується:

𝑑𝜎𝑝𝑎𝑖𝑟 = 𝑑𝑊𝑘𝑖 (𝑝+, 𝑞−) · 𝑑𝜎𝑆 (𝑞−) (4.80)

де 𝑞− = 𝑘𝑖− 𝑝+ ; 𝑑𝑊𝑘𝑖 (𝑝+, 𝑞−) – iмовiрнiсть народження електрон-позитронної

пари 𝑞− та 𝑝+ фотоном 𝑘𝑖 . Розглянемо вiдношення резонансного перерiзу про-

цесу ФНП (4.79) до звичайного перерiзу (4.80)

𝑅𝑟𝑒𝑠 =
𝑑𝜎

(±)
1𝑟𝑒𝑠

𝑑𝜎𝑝𝑎𝑖𝑟
=

𝜔𝑖

4𝑚Γ𝜏 (1 + 𝑧+)
·

𝑑𝑊
(1)
𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑑𝑊𝑘𝑖 (𝑝+, 𝑞−)
. (4.81)

Тут введена пролiтна ширина резонансу Γ𝜏 , яка має явний вигляд

Γ𝜏 =

√︂
2

𝜋
· 1

𝜔𝜏
· (𝑘𝑞−)

𝑚
. (4.82)

Звiдси видно, що пролiтна ширина визначається частотою i тривалiстю лазер-

ного iмпульсу, а також кiнематикою процесу. Нагадаємо, що при дослiдженнi

резонансного процесу ФНП на ядрi в полi монохроматичної хвилi розбiжнiсть у

диференцiальному перерiзi, зазвичай, усувається шляхом урахування радiацiй-

них поправок у функцiї Грiна промiжної частинки. Вiдповiдно до процедури

Брейта-Вiгнера для цього потрiбно додати уявну частину до маси електрона

або позитрона : 𝑚→ 𝑚− 𝑖Γ𝑅 .

Тут радiацiйна ширина резонансу Γ𝑅 вводиться феноменологiчно,

Γ𝑅 =
1

3
𝛼𝜂20 ·

𝜎𝑐 (𝑞−)

𝜎𝑇
· (𝑘𝑞−)

𝑚
, (4.83)
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де 𝜎𝑐 (𝑞−) – повний перерiз розсiювання Комптона фотона зовнiшнього поля

на промiжному електронi з 4-iмпульсом 𝑞− (найбiльш ймовiрний канал вихо-

ду електрона з промiжного стану), а 𝜎𝑇 – перерiз розсiювання Томпсона. З

порiвняння резонансних ширин (4.82) та (4.83) отримаємо, що пролiтна шири-

на буде бiльше за радiацiйну, коли параметри лазерного iмпульсу вiдповiдають

нерiвностi:

𝜔𝜏 <
3

𝛼𝜂20
· 𝜎𝑐 (𝑞−)

𝜎𝑇
. (4.84)

Умовi (4.84) вiдповiдають помiрно сильнi поля оптичних частот у пiкосе-

кундному дiапазонi тривалостей. Джерелами таких iмпульсних полiв можуть

слугувати, наприклад, титан-сапфiровий лазер (Ti: Sapphire) або твердотiлий

лазер на основi алюмо-iтриєвого граната Y2Al5O12 з добавками неодима Nd

(Nd: YAG). Титан-сапфiровi лазери мають широку смугу генерацiї (700-1100

нм) i широкий дiапазон тривалостi iмпульсу (10 пс − 10 фс) за рахунок рiзно-

го вибору режиму стиснення випромiнювання [316].

У логарифмiчному наближеннi [95] вiдношення перерiзiв (4.81) iстотно

спрощується i набуває вигляду

𝑅𝑟𝑒𝑠 =
𝜋

8

√︂
𝜋

2
· 𝜂20 𝜔𝜏 ·

[︂
ln
𝐸+

𝑚

]︂−1

. (4.85)

Проведемо оцiнку вiдношення перерiзiв (4.85) для пiкосекундного лазе-

ра, якому вiдповiдають параметри: 𝜂0 ≈ 0.1 ; 𝜆 = 1064 нм, (𝜔 = 1.17 еВ);

𝜏 = 25 пс. Початковий 𝛾 -квант рухається назустрiч хвилi з енергiєю близькою

до порогового значення (4.55) 𝜔𝑖 = 5 · 105𝑚 = 255 ГеВ. Отримаємо значення

вiдношення перерiзiв 𝑅𝑟𝑒𝑠 ≈ 40 . Отже, резонансний перерiз ФНП на ядрi в

iмпульсному свiтловому полi на порядок величини може перевищувати вiдпо-

вiдний перерiз ФНП на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля.
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4.3. Параметричний iнтерференцiйний ефект при фотонародженнi

пар на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль

Зовнiшнє iмпульсне лазерне поле виберемо як суперпозицiю двох плоских

немонохроматичних хвиль. У загальному випадку 4-потенцiал такого поля може

бути представлений у виглядi

𝐴 (𝜙) = 𝐴1 (𝜙1) + 𝐴2 (𝜙2) . (4.86)

У виразi (4.86) кожен iз доданкiв представимо наступним чином:

𝐴𝑗 (𝜙𝑗) =
𝐹0𝑗

𝜔𝑗
· 𝑔𝑗
(︂
𝜙𝑗

𝜔𝑗𝜏𝑗

)︂
· (𝑒𝑗𝑥 cos𝜙𝑗 + 𝛿𝑗𝑒𝑗𝑦 sin𝜙𝑗) , (4.87)

𝜙𝑗 = 𝑘𝑗𝑥 = 𝜔𝑗 (𝑡− 𝑧) , 𝑗 = 1, 2,

де 𝐹0𝑗 , 𝜔𝑗 – напруженiсть та частота кожної лазерної хвилi; 𝛿𝑗 – параметри

елiптичностi поляризацiї хвиль, ( 𝛿𝑗 = 0 – вiдповiдає лiнiйнiй поляризацiї, 𝛿𝑗 =

±1 – циркулярнiй поляризацiї); 𝑘𝑗 = (𝜔𝑗, 𝑘𝑗) – 4-хвильовi вектори; 𝑒𝜇𝑥𝑗 =

(0, e𝑥𝑗) , 𝑒𝜇𝑦𝑗 = (0, e𝑦𝑗) – 4-вектори поляризацiї хвиль, якi вiдповiдать умовам:

𝑒2𝑥𝑗,𝑦𝑗 = −1, (𝑒𝑥,𝑦𝑗𝑘𝑗) = 0. (4.88)

У виразi (4.87) функцiї 𝑔𝑗 (𝜙𝑗/𝜔𝑗𝜏𝑗) – огинаючi функцiї потенцiалу зовнiшньої

хвилi, якi дозволяють врахувати iмпульсний характер двох лазерних хвиль.

Процес розсiювання електрона на ядрi в полi двох лазерних хвиль вивчається

в рамках наближення квазiмонохроматичностi, коли за тривалiсть iмпульсу ко-

жна з хвиль здiйснює велику кiлькiсть осциляцiй амплiтуди:

𝜔𝑗𝜏𝑗
2𝜋

≫ 1. (4.89)

Слiд пiдкреслити, що опис поля через потенцiал (4.86) не враховує мо-

жливий фазовий зсув мiж свiтловими хвилями та передбачає, що максимуми
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лазерних iмпульсiв спiвпадають. Ефекти, що вносяться фазовим зсувом та роз-

бiжнiстю в пiках iмпульсiв, у представленому розглядi не вивчаються.

Взаємодiя електрона та позитрона з ядром розглядається в рамках борнiв-

ського наближення. Тобто вивчається випадок достатньо швидких електрона i

позитрона:

𝑣∓ ≫ 𝑍𝛼, (4.90)

де 𝑣− та 𝑣+ – швидкостi електрона та позитрона, вiдповiдно; Z – номер заряду

ядра; 𝛼 – постiйна тонкої структури (константа електромагнiтної взаємодiї).

Задача ФНП на ядрi в полi двох лазерних хвиль буде вивчатися в дiапазонi

помiрно сильних полiв (1.15), а також для випадку циркулярної поляризацiї

зовнiшнiх iмпульсних хвиль (3.8).

4.3.1. Амплiтуда процесу в полi двох iмпульсних хвиль.

Розглянемо народження пари електрона 𝑝− = (𝐸−,p−) та позитрона

𝑝+ = (𝐸+,p+) фотоном 𝑘𝑖 = (𝜔𝑖,k𝑖) на ядрi в зовнiшньому полi двох iм-

пульсних хвиль (4.86) - (4.87) у першому борнiвському наближеннi по взає-

модiї електрона i позитрона з кулонiвським полем ядра (4.90) (див. дiаграми на

рис. 4.1). Хвильовi функцiї електрона та позитрона визначаються функцiями

Волкова (3.4), а промiжнi стани з 4-iмпульсами 𝑞− та 𝑞+ , вiдповiдно описую-

ться функцiями Грiна в зовнiшньому полi плоскої хвилi (3.5). Хвильова функцiя

початкового фотона визначається виразом (4.1) а поле ядра описується куло-

нiвським потенцiалом у виглядi (4.2).

Нагадаємо, що процес народження пари електрон-позитрон фотоном в полi

ядра є крос-каналом процесу гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi.

Враховуючи результати для процесу спонтанного гальмiвного випромiнювання

електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль (див. попереднiй роз-

дiл та роботи [13,16,17]), можна представити амплiтуду ФНП на ядрi в помiрно
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сильному лазерному полi двох хвиль у видi суми по парцiальних компонентах:

𝑆𝑓𝑖 =
∞∑︁

𝑙1,𝑙2=−∞

𝑆𝑙1𝑙2. (4.91)

Тут кожна iз парцiальних амплiтуд 𝑆𝑙1𝑙2 вiдповiдає процесам з випромiнюва-

нням ( 𝑙1, 𝑙2 < 0 ) або ( 𝑙1, 𝑙2 > 0 ) поглинанням електроном та позитроном 𝑙1

фотонiв першої хвилi та 𝑙2 фотонiв другої хвилi:

𝑆𝑙1𝑙2 = −𝑖 𝑍𝑒3
√
𝜋√

2𝜔𝑖𝐸−𝐸+
�̄�−

[︁
𝐵

(𝑎)
𝑙1𝑙2

(︀
𝛾0, 𝜀𝑖

)︀
+𝐵

(𝑏)
𝑙1𝑙2

(︀
𝜀𝑖, 𝛾

0
)︀]︁
𝑢+. (4.92)

У виразi (4.92) �̄�− = �̄� (𝑝−) та 𝑢+ = 𝑢 (−𝑝+) – бiспiнори Дiрака для вiльного

електронного поля; функцiї 𝐵(𝑎)
𝑙1𝑙2

(︀
𝛾0, 𝜀𝑖

)︀
та 𝐵

(𝑏)
𝑙1𝑙2

(︀
𝜀𝑖, 𝛾

0
)︀

вiдповiдають дiагра-

мам а) та b) на рис. 4.1 вiдповiдно:

𝐵
(𝑎)
𝑙1𝑙2

(︀
𝛾0, 𝜀𝑖

)︀
=

∞∑︁
𝑠1,𝑠2=−∞

4𝜋
∆

(𝑎)
𝑙1,2−𝑠1,2,𝑠1,2

(𝑞−, 𝑞0)

𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)
2 𝛾0

𝑞− +𝑚

𝑞2− −𝑚2
𝜀𝑖, (4.93)

𝐵
(𝑏)
𝑙1𝑙2

(︀
𝜀𝑖, 𝛾

0
)︀

=
∞∑︁

𝑠1,𝑠2=−∞
4𝜋

∆
(𝑏)
𝑠1,2,𝑙1,2−𝑠1,2

(𝑞+, 𝑞0)

𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)
2 𝜀𝑖

−𝑞+ +𝑚

𝑞2+ −𝑚2
𝛾0. (4.94)

Iнтегральнi функцiї ∆
(𝑎)
𝑙1,2−𝑠1,2,𝑠1,2

(𝑞−, 𝑞0) та ∆
(𝑏)
𝑠1,2,𝑙1,2−𝑠1,2

(𝑞+, 𝑞0) визначенi насту-

пним чином

∆
(𝑎)
𝑙1,2−𝑠1,2,𝑠1,2

(𝑞−, 𝑞0) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 · 𝐼𝑙1−𝑠1,𝑙2−𝑠2

(︀
𝜒0𝑗, 𝛾𝑗(𝑝−, 𝑞−, 𝜑) , 𝛼±(𝑝−, 𝑞−, 𝜑)

)︀
×

×𝐼𝑠1,𝑠2(𝜒0𝑗, 𝛾𝑗(𝑞−,−𝑝+, 𝜑) , 𝛼±(𝑞−,−𝑝+, 𝜑)) exp {𝑖𝑞0𝜏1𝜑} . (4.95)

∆
(𝑏)
𝑠1,2,𝑙1,2−𝑠1,2

(𝑞+, 𝑞0) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 · 𝐼𝑠1,𝑠2

(︀
𝜒0𝑗, 𝛾𝑗(𝑝−,−𝑞+, 𝜑) , 𝛼(±)(𝑝−,−𝑞+, 𝜑)

)︀
×

×𝐼𝑙1−𝑠1,𝑙2−𝑠2

(︀
𝜒0𝑗, 𝛾𝑗(−𝑞+,−𝑝+, 𝜑) , 𝛼±(−𝑞+,−𝑝+, 𝜑)

)︀
exp {𝑖𝑞0𝜏1𝜑} . (4.96)

Величини 𝑠1 , 𝑙1 − 𝑠1 та 𝑠2 , 𝑙2 − 𝑠2 визначають кiлькiсть фотонiв, якi вимуше-
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но поглинаються або випромiнюються електрон-позитронною парою з першої i

другої хвилi, в першiй та другiй вершинi, вiдповiдно. Тодi параметри 𝑙1 i 𝑙2 є

загальним числом фотонiв зовнiшнього поля, якi брали участь у процесi наро-

дження i можуть бути вимiрянi експериментально. Чотири-iмпульси 𝑞− i 𝑞+ ,

𝑞 мають вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞− = 𝑘𝑖 − 𝑝+ − 𝑠1𝑘1 − 𝑠2𝑘2 = 𝑝− − 𝑞 + (𝑙1 − 𝑠1) 𝑘1 + (𝑙2 − 𝑠2) 𝑘2,

𝑞+ = 𝑘𝑖 − 𝑝− − 𝑠1𝑘1 − 𝑠2𝑘2 = 𝑝+ − 𝑞 + (𝑙1 − 𝑠1) 𝑘1 + (𝑙2 − 𝑠2) 𝑘2,

𝑞 = 𝑝− + 𝑝+ − 𝑘𝑖 + 𝑙1𝑘1 + 𝑙2𝑘2.

(4.97)

У виразах (4.95)-(4.96) змiнна iнтегрування 𝜑 є безрозмiрна змiнна лазер-

ного поля. Iнтегральнi функцiї (4.95)-(4.96) плавно залежать вiд змiнної iнте-

грування 𝜑 , тому в силу осцилюючого характеру основний внесок iнтеграли

дають за умови: 𝑞0𝜏1 . 1 . Ця умова по сутi визначає закон збереження енергiї:

𝑞0 = 𝐸− + 𝐸+ − 𝜔𝑖 + 𝑙1𝜔1 + 𝑙2𝜔2 ≪ 𝜔1. (4.98)

Спецiальнi функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
(𝜑) в (4.95)-(4.96) визначають iмовiрнiсть парцi-

альних багатофотонних процесiв у полi двох iмпульсних лазерних хвиль. Фун-

кцiї 𝐼𝑠1,𝑠2 (𝑞−,−𝑝+, 𝜑) та 𝐼𝑠1,𝑠2 (𝑝−,−𝑞+, 𝜑) вiдповiдають процесу народження

пари початковим фотоном 𝑘𝑖 в полi двох iмпульсних хвиль [252]. В той же час

функцiї 𝐼𝑙1−𝑠1,𝑙2−𝑠2 (𝑝−, 𝑞−, 𝜑) та 𝐼𝑙1−𝑠1,𝑙2−𝑠2 (−𝑞,−𝑝+, 𝜑) вiдповiдають розсiюван-

ню електрона 𝑞− чи позитрона 𝑞+ в промiжному станi на ядрi в полi двох

iмпульсних хвиль [19–21, 139]. Цi спецiальнi функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
детально вивченi в

роботi [67]. Їх можна представити у виглядi розвинення в ряд по функцiях Бес-

селя цiлого порядку. У випадку циркулярної поляризацiї лазерних хвиль (3.8)

функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
(𝜑) спрощуються до вигляду

𝐼𝑛1𝑛2

(︀
𝜒0𝑗, 𝛾𝑗, 𝛼±

)︀
= 𝑒−𝑖(𝑛1𝜒01+𝑛2𝜒02)

∞∑︁
𝑟=−∞

𝐽𝑟 (𝛼±) 𝐽𝑛1−𝑟 (𝛾1) 𝐽𝑛2∓𝑟 (𝛾2) . (4.99)
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Аргументи функцiй (4.99) визначаються наступним чином:

𝛾𝑗 (𝑝, 𝑝′, 𝜑) = 𝑔1,2 (𝜑) · 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) , (4.100)

𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) = 𝜂0𝑗
𝑚

𝜔𝑗

√︁
−𝑄2

𝑝𝑝′, 𝑄𝑝𝑝′ =
𝑝

(𝑛𝑝)
− 𝑝′

(𝑛𝑝′)
, (4.101)

tan𝜒01 =
(𝑒1𝑦𝑄𝑝𝑝′)

(𝑒1𝑥𝑄𝑝𝑝′)
, tan𝜒02 = ∓(𝑒2𝑦𝑄𝑝𝑝′)

(𝑒2𝑥𝑄𝑝𝑝′)
, (4.102)

𝛼± (𝑝, 𝑝′, 𝜑) = 𝛼0± (𝑝, 𝑝′) · 𝑔1 (𝜑) · 𝑔2
(︂
𝜑
𝜏1
𝜏2

)︂
, (4.103)

𝛼0± (𝑝, 𝑝′) = 𝜂01𝜂02
𝑚2

𝜔±

[︂
1

(𝑛𝑝)
− 1

(𝑛𝑝′)

]︂
. (4.104)

Тут 𝑛 ≡ (1,n) = 𝑘𝑗/𝜔𝑗 , n – одиничний вектор уздовж напрямку поширення

лазерних хвиль. При цьому реалiзується тiльки одне з двох можливих значень

iнтерференцiйного параметра 𝛼± . Знак ” ± ” у виразах (4.99)-(4.104) вiдпо-

вiдає рiзним типам циркулярної поляризацiї лазерних хвиль (3.8). Знак «−»

вiдповiдає значенням параметрiв елiптичностi одного знаку (вектори напруже-

ностi поля обертаються в одному напрямку вiдносно вiсi поширення хвиль),

вiдповiдно знак «+» – значенням рiзного знаку, коли вектори напруженостi по-

ля обертаються в протилежних напрямках. Функцiї 𝐽𝑛 є функцiями Бесселя з

цiлими показниками.

З виразiв (4.99)-(4.104) легко отримати явний вид аргументiв для

всiх функцiй 𝐼𝑛1𝑛2
(𝜑) вiдповiдними замiнами. Наприклад, для функцiї

𝐼𝑙1−𝑠1,𝑙2−𝑠2 (𝑝−, 𝑞−, 𝜑) iндекси набувають значень: 𝑛1 = 𝑙1 − 𝑠1 та 𝑛2 = 𝑙2 − 𝑠2 ;

величини 𝑝 та 𝑝′ слiд змiнити на 𝑝− та 𝑞− , вiдповiдно.

Зауважимо, що аргументи 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (4.101) та 𝛼0± (𝑝, 𝑝′) (4.104) в загаль-

ному випадку є квантовими параметрами. Очевидно, що вони можуть мати

рiзний порядок за величиною по вiдношенню один до одного в залежностi вiд кi-

нематики процесу. Аргументи 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (4.101) – параметри Бункiна-Федорова,
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якi визначають iмовiрнiсть вимушених процесiв у полi кожної хвилi незале-

жно один вiд одного, при кулонiвськiй взаємодiї мiж частинками. Параметри

𝛼0± (𝑝, 𝑝′) (4.104) визначаються доданком в амплiтудi процесу, який вiдповiд-

ає за iнтерференцiю першої та другої хвиль. Легко бачити, що цi параметри

пропорцiйнi добутку напруженостей першої (𝜂01 ) i другої (𝜂02 ) хвиль. Iнтер-

ференцiйнi параметри (4.104) визначають ймовiрнiсть корельованих процесiв

поглинання та випромiнювання електроном та позитроном фотонiв обох хвиль

в лазер-модифiкованому процесi ФНП на ядрi.

Крiм того, слiд пiдкреслити, що отриманий вираз для амплiтуди (4.91)-

(4.104) в граничному випадку 𝜔𝑗𝜏𝑗 → ∞ переходить у вiдповiдний вираз для

амплiтуди в полi двох монохроматичних хвиль [279]. При виключеннi одної з

хвиль, 𝜂02 = 0 , отримана амплiтуда (4.91)-(4.104) спiвпадає з виразами для

амплiтуди процесу у випадку однiєї хвилi [177].

4.3.2. Амплiтуда процесу в iнтерференцiйнiй областi.

У роботах [50–52, 86, 89, 279] було показано, що у випадку плоских моно-

хроматичних хвиль парцiальний перерiз ФНП в iнтерференцiйнiй областi може

значно перевищувати вiдповiдний перерiз у будь-якiй iншiй геометрiї. Доцiль-

но очiкувати такого ефекту й у випадку iмпульсних лазерних хвиль. Тому в

подальшому будемо розглядати дослiджуваний процес в iнтерференцiйнiй обла-

стi, коли параметри 𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) (4.101) малi:

𝛾0𝑗 (𝑝, 𝑝′) ≈ 0. (4.105)

Умова (4.105) та явний вид (4.101) приводять до релятивiстсько-iнварiантних

спiввiдношень для амплiтуд, що вiдповiдають дiаграмам a) та b) на рис. 4.1:

𝑄2
𝑝−𝑞−

(𝑝−, 𝑞−) = 𝑄2
𝑞−,𝑝+

(𝑞−,−𝑝+) = 0,

𝑄2
𝑝−,𝑞+

(𝑝−,−𝑞+) = 𝑄2
𝑞+,𝑝+

(−𝑞+,−𝑝+) = 0.
(4.106)
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Умови (4.106) виконуються у випадку, коли вектори Q𝑝𝑝′ спрямованi вздовж

або назустрiч напрямку поширення обох хвиль, тобто перпендикулярно пло-

щинi поляризацiї (e𝑗𝑥, e𝑗𝑦) . Iнтерференцiйна кiнематика фотонародження па-

ри електрон-позитрон на ядрi в двох лазерних хвилях iдентична для амплiтуд

першої та другої дiаграми [89]. Також вiдмiчаємо, що в межах iнтерференцiйної

областi, разом з умовою (4.106), виконується наступнi умови:

𝜒0𝑗 = 0, (4.107)

𝜙+ = 𝜙− = 𝜙𝑖. (4.108)

Вираз (4.106) дозволяє отримати необхiдне спiввiдношення мiж полярними

кутами та енергiєю пари з кутом вльоту початкового фотона:

𝑎∓ = cot
𝜃𝑖
2
, 𝑎∓ =

|p∓|
(𝑛𝑝∓)

sin 𝜃∓, (4.109)

𝑎+ = 𝑎−, (𝑛𝑝∓) = 𝐸∓ − |p∓| cos 𝜃∓. (4.110)

Кут 𝜃𝑖 = ∠ (n,k𝑖) у виразi (4.109) означає кут мiж напрямком поширення

лазерних хвиль та напрямком вльоту початкового фотона; 𝜃∓ = ∠ (n,p∓) в

(4.110) означає кут мiж напрямком поширення лазерних хвиль та напрямком

вильоту електрона ( 𝜃− ) та позитрона ( 𝜃+ ). Зазначимо, що кiнематика процесу

i, вiдповiдно, вирази (4.109) та (4.110) справедливi як для випадку монохрома-

тичних хвиль, так i для випадку зовнiшнiх iмпульсних хвиль.

Iз спiввiдношень (4.109)-(4.110) легко визначити швидкiсть (енергiю) еле-

ктрона i позитрона, народжених фотоном в iнтерференцiйнiй областi, у зале-

жностi вiд їх кутiв вильоту

𝑣∓ =
|p∓|
𝐸∓

=

[︂
cos 𝜃∓ + sin 𝜃∓ tan

𝜃𝑖
2

]︂−1

. (4.111)

Пiсля деяких простих перетворень вираз (4.111) може бути приведений до рiв-
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няння вiдносно кутiв вильоту пари. Вони визначаються наступним чином:

tan
𝜃∓
2

=
𝑣∓

(1 + 𝑣∓) cos (𝜃𝑖/2)

[︃
sin

𝜃𝑖
2
∓

√︃
1 − cos2 (𝜃𝑖/2)

𝑣2∓

]︃
, (4.112)

де знак ”∓ ” перед квадратним коренем вiдноситься як до електрона, так i по-

зитрона. Таким чином, у рамках спiввiдношень (4.111)-(4.112) в кiнематичнiй

областi, де проявляється параметричний iнтерференцiйний ефект, встановлює-

ться вiдповiднiсть мiж кутами вильоту й енергiєю кiнцевих частинок, що iстотно

вiдрiзняє процес народження пари в iнтерференцiйнiй областi вiд вiдповiдного

процесу в будь-якiй iншiй геометрiї.

З виразу (4.112) видно, що швидкостi поступального руху електрона та

позитрона в межах iнтерференцiйної областi обмеженi знизу величиною, яка

залежить вiд кута падiння початкового фотона

𝑣min ≡ cos (𝜃𝑖/2) . (4.113)

Коли енергiя початкового фотона така, що електрон i позитрон народжу-

ються з енергiями близькими до значень 𝐸min (𝑣∓ → 𝑣min ), отримаємо:

𝜃∓ = 𝜃𝑖/2 ∓
√︀

2 (1 − 𝑣min/𝑣∓) ≈ 𝜃𝑖/2. (4.114)

Тобто пара електрон та позитрон народжується в межах вузького конуса

вздовж бiсектриси кута мiж хвильовим вектором k1 та iмпульсом падаючо-

го кванта k𝑖 .

Слiд зазначити, що для дослiджуваного процесу при зростаннi енергiї по-

чаткового фотона (далеко вiд порога) напрямок вильоту електронiв та позитро-

нiв вiдходить вiд бiсектриси цього кута. Як видно з рiвняння (4.113), вибором

значень кутiв вльоту та енергiї фотона можна плавно змiнювати мiнiмальну

енергiю народжених частинок.

Якщо припустити, що iмпульс падаючого фотона майже антипараллельний
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до хвильового вектора 𝑘1 :

∆𝜃𝑖 = (𝜋 − 𝜃𝑖) ≪ 1, 𝑣min ≈ ∆𝜃𝑖/2 ≪ 1. (4.115)

У цьому випадку порогова енергiя для падаючого фотона набуває вигляду

𝜔𝑡ℎ
𝑖 = 2

(︀
𝑚+𝑚𝑣2min/2

)︀
+ 𝑙±𝜔±. (4.116)

Другий доданок у виразi в дужках (4.116) має значення мiнiмальної кiнетичної

енергiї електрона (позитрона). У протилежному граничному випадку, коли iм-

пульс падаючого фотону майже паралельний хвильовому вектору k1 ( 𝜃𝑖 ≪ 1 ),

маємо ультрарелятивiстськi мiнiмальнi енергiї електрона та позитрона.

Залежнiсть кутiв виходу електрона та позитрона вiд їх енергiї в iнтерферен-

цiйнiй областi представлена на рисунку 4.3. Кривi вiдрiзняються рiзним значен-

ням кута мiж початковим фотоном i напрямком поширення хвиль. Так, напри-

клад, при фiксованих куту вильоту та швидкостi електрона, якi вiдповiдають

вибранiй точцi на нижнiй частинi кривої, швидкiсть позитрона (з врахуван-

ням поглиненої та випромiненої енергiї поля) та його кута виходу визначаю-

ться точками на верхнiй частинi кривої. Закон збереження енергiї, обмеження

на мiнiмальну швидкiсть (4.113) i характерний дiапазон значень чисел фотонiв

𝑙1 i 𝑙2 визначають дiлянку кривої i, вiдповiдно, кiнематичну область, де може

з’явитися позитрон.

Як слiдує з властивостей функцiй Бесселя та рiвняння (4.99), 𝑛2 = −𝛿2𝑛1
за умови (4.105). Таким чином, функцiї 𝐼𝑛1𝑛2

(𝜑) , якi визначають амплiтуду

процесу ФНП в полi двох лазерних хвиль, вироджуються по одному iз iндексiв

та переходять у функцiї Бесселя в межах iнтерференцiйної областi (4.106) для

циркулярної поляризацiї:

𝐼𝑙1−𝑠1,𝑙2−𝑠2

(︀
𝜒0𝑗, 𝛾𝑗 (𝑝, 𝑝′) , 𝛼± (𝑝, 𝑝′)

)︀
→ 𝑒−𝑖(𝑙±−𝑠±)Δ𝐽𝑙±−𝑠± (𝛼± (𝑝, 𝑝′)) ,

𝐼𝑠1,𝑠2
(︀
𝜒0𝑗, 𝛾𝑗 (𝑝, 𝑝′) , 𝛼± (𝑝, 𝑝′)

)︀
→ 𝑒−𝑖𝑠±Δ𝐽𝑠± (𝛼± (𝑝, 𝑝′)) .

(4.117)
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Рис. 4.3. Залежнiсть кутiв вильоту пари вiд швидкостi електрона та позитрона
в iнтерференцiйнiй областi. Суцiльна крива вiдповiдає куту мiж початковим

фотоном та напрямком поширення хвиль 𝜃𝑖 = 175∘ , пунктирна крива
вiдповiдає куту 𝜃𝑖 = 160∘ .

𝑙 ≡ 𝑙1 = −𝛿2𝑙2, 𝑠 ≡ 𝑠1 = −𝛿2𝑠2. (4.118)

Тут кут ∆ = ∠ (e1𝑥, e2𝑥) – кут мiж векторами поляризацiї першої та другої

лазерної хвилi. Вираз (4.118) визначає кiлькiсть фотонiв обох хвиль, що виму-

шено випромiнюються та поглинаються електрон-позитронною парою в межах

iнтерференцiйної областi. Таким чином, у межах iнтерференцiйної областi пара

випромiнює (поглинає) фотони обох хвиль корельованим чином. Формально це

виглядає, нiби електрон-позитронна пара вимушено випромiнює (поглинає) цi-

ле число фотонiв комбiнованих частот (𝜔com = 𝜔1 ± 𝜔2 ), хоча насправдi таких

фотонiв немає.

Нерезонансна амплiтуда (4.91) - (4.96) може бути пiдсумована по iндексу

𝑠± у випадку помiрно сильного поля (2.109). З огляду на властивостi функцiй

Бесселя пiсля деяких нескладних перетворень, в iнтерференцiйнiй областi отри-
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маємо

𝑆𝑓𝑖 =
∞∑︁

𝑙±=−∞

𝑆𝑙±, 𝑆𝑙±
= −𝑖 𝑍𝑒3

√
𝜋√

2𝜔𝑖𝐸−𝐸+
�̄�−𝐵𝑙±

𝑢+, (4.119)

𝐵𝑙±
=

4𝜋𝑒−𝑖𝑙±Δ ·𝐻
𝑞2⊥ + (𝑞0 − 𝑞𝑧)

2∆𝑙± (𝑝−,−𝑝+, 𝑞0) , (4.120)

𝐻 = 𝛾0
𝑞− +𝑚

𝑞2− −𝑚2
𝜀𝑖 + 𝜀𝑖

−𝑞+ +𝑚

𝑞2+ −𝑚2
𝛾0, (4.121)

∆𝑙± (𝑝−,−𝑝+, 𝑞0) = 𝜏1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑 𝐽𝑙± (𝛼± (𝑝−,−𝑝+, 𝜑)) exp {𝑖𝑞0𝜏1𝜑} , (4.122)

𝛼0± (𝑝−,−𝑝+) =
𝑚2𝜂01𝜂02
𝜔±

(︂
1

(𝑛𝑝−)
+

1

(𝑛𝑝+)

)︂
. (4.123)

Тут значення швидкостей i полярних кутiв пари вiдповiдають iнтерференцiй-

ним умовам. Таким чином, вирази (4.119) - (4.122) визначають шукану нере-

зонансну амплiтуду ФНП в полi двох iмпульсних циркулярно поляризованих

хвиль у межах iнтерференцiйної областi. Пiдкреслимо, що ця амплiтуда також

справедлива для нерелятивiстських енергiй пари електрон-позитрон у рамках

борнiвського наближення за умови на напруженостi поля: 𝜂01𝜂02 ≪ 𝑣∓ .

Закон збереження енергiї (4.98) в iнтерференцiйнiй областi набуває виду:

𝑞0 = 𝐸− + 𝐸+ − 𝜔𝑖 + 𝑙±𝜔± ≪ 𝜔1. (4.124)

Також слiд зазначити, що амплiтуда процесу (4.91)-(4.96) може бути просу-

мована по iндексу 𝑠± i поза рамками iнтерференцiйної кiнематичної обла-

стi. У цьому випадку амплiтуда процесу має вид подвiйної суми по чи-

слах фотонiв кожної з хвиль 𝑙1, 𝑙2 та визначається спецiальними функцiя-

ми 𝐼𝑙1,𝑙2 (𝛼± (𝑝−,−𝑝+, 𝜑) , 𝛾1 (𝑝−,−𝑝+, 𝜑) , 𝛾2 (𝑝−,−𝑝+, 𝜑)) з аргументами (4.101),

(4.123).



219

4.3.3. Перерiз процесу у випадку релятивiстських енергiй.

Отримаємо диференцiальний перерiз процесу ФНП для релятивiстських

енергiй пари, використовуючи вирази для амплiтуди переходу (4.119)-(4.122):

𝑑𝜎 =
|𝑆𝑓𝑖|2

𝑇

𝑑3𝑝−

(2𝜋)3
𝑑3𝑝+

(2𝜋)3
. (4.125)

Диференцiальний перерiз процесу може бути представлений у видi суми по

парцiальних компонентах:

𝑑𝜎 =
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑑𝜎𝑙, (4.126)

де 𝑑𝜎𝑙 – парцiальний перерiз народження пари електрона з енергiєю в промiж-

ку [𝐸−, 𝐸− + 𝑑𝐸−] в елементi тiлесного кута 𝑑Ω− та позитрона в промiжку

[𝐸+, 𝐸+ + 𝑑𝐸+] та 𝑑Ω+ з випромiнюванням ( 𝑙 > 0 ) чи поглинанням ( 𝑙 < 0 )

рiвног числа фотонiв першої та другої хвиль. З урахуванням спiввiдношення:

𝑑3𝑝∓ = |p∓|𝐸∓𝑑𝐸∓𝑑Ω∓ , цей перерiз набуває форми

𝑑𝜎𝑙
𝑑𝐸−𝑑𝐸+𝑑Ω−𝑑Ω+

=
𝑍2𝛼𝑟2𝑒
(2𝜋)2𝑇

𝑚2|p+| |p−|
𝜔𝑖q4

· |�̄�−𝐻𝑢+|2 |∆𝑙(𝑝−,−𝑝+, 𝑞0)|2 . (4.127)

Вибираємо огинаючi функцiї потенцiалу iмпульсних хвиль у виглядi фун-

кцiй Гауса:

𝑔1 (𝜑) = 𝑔2 (𝜑𝜏1/𝜏2) = exp
{︀
−𝜑2

}︀
, 𝜏1 = 𝜏2. (4.128)

Залишимо поза увагою поляризацiйнi ефекти для дослiджуваного процесу

ФНП на ядрi. Пiсля вiдповiдних усереднень та пiдсумовувань по поляризацiях

падаючого фотона та народжених електрона i позитрона, вираз для парцiаль-

ного перерiзу (4.127) має вигляд

𝑑𝜎𝑙 = 𝑑𝜎*𝑙 ·𝑊𝑙. (4.129)
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Величина 𝑑𝜎*𝑙 перетворюється на диференцiальний поперечний перерiз про-

цесу ФНП на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля (перерiз Бете-Гайтлера

𝑑𝜎BH ) [9,72], у випадку, коли енергетичнi поправки по лазерному полю незначнi.

Величина 𝑊𝑙 – iмовiрнiсть процесiв вимушеного випромiнювання та поглина-

ння електроном та позитроном рiвної кiлькостi фотонiв iмпульсних хвиль:

𝑊𝑙(𝑝−,−𝑝+) =
∑︁
𝑟

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 𝐽2
𝑟 (𝛼) 𝐽2

𝑙−𝑟(𝛾1) 𝐽
2
𝑙+𝛿2𝑟

(𝛾2) . (4.130)

В iнтерференцiйнiй областi, коли енергiя та кути народженої пари вiдповiдають

умовам (4.112), ймовiрнiсть вимушених процесiв поглинання i випромiнювання

спрощується до вигляду

𝑊𝑙 =
1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝐽2
𝑙

(︀
𝛼0 (𝑝−,−𝑝+) · exp

(︀
−2𝜑2

)︀)︀
𝑑𝜑. (4.131)

Величина 𝜌 = 𝑇/𝜏1 у виразах (4.130) i (4.131) визначає iнтервал усереднен-

ня по лазерному iмпульсу. Його значення визначається умовами конкретного

експерименту. Так, якщо зовнiшнє поле представляє собою набiр рiвнотрива-

лих послiдовних iмпульсiв, то параметр 𝜌 приймає значення спiввiдношення

тривалостi мiж сусiднiми iмпульсами та ширини одиночного iмпульсу.

Аргумент функцiї Бесселя (4.131) має однаковий порядок за величиною як

i квантовий iнтерференцiйний параметр 𝛼0 (𝑝−,−𝑝+) (4.123). Тому для процесу

нерезонансного ФНП на ядрi, при релятивiстських енергiях електрона та пози-

трона i помiрно сильних iнтенсивностях лазерного поля, в межах iнтерферен-

цiйної областi ймовiрнiсть вимушених процесiв випромiнювання та поглинання

однакової кiлькостi фотонiв обох хвиль визначається квантовим iнтерференцiй-

ним параметром (4.123). Процес вивчається за умов, коли 𝜂0𝑗 ≪ 1 та 𝛾0𝑗 ≪ 1 ,

а основним параметром багатофотонностi є квантовий параметр 𝛼0 ≫ 1 .

На рисунку 4.4 представленi парцiальнi ймовiрнiстi випромiнювання рiв-

ного числа фотонiв зовнiшнього поля ( 𝑙 = 0; 1; 2 ) в процесi фотонароджен-

ня пар на ядрi (4.130) в залежностi вiд кута вильоту позитрона 𝜃+ поблизу

iнтерференцiйної областi (4.112) у випадку циркулярної поляризацiї 𝛿1 = 1 ,
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Рис. 4.4. Парцiальна ймовiрнiсть випромiнювання рiвного числа фотонiв обох
лазерних хвиль в процесi фотонародження пар на ядрi (4.130) в залежностi вiд
кута вильоту позитрона поблизу iнтерференцiйної областi. Параметри поля:
𝜂01 = 𝜂02 = 0.02 , 𝜃𝑖 = 175∘ , 𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔1 = 1 еВ, 𝜌 =

√
3 . Рис а): енергiя

початкового фотона 𝜔𝑖 = 1.066 МеВ (𝑇𝑖 = 0.09 ), швидкiсть електрона i
позитрона 𝑣− = 0.3 i 𝑣+ = 0.3 , кут вильоту електрона 𝜃− = 6.73∘ . Рис b):

енергiя початкового фотона 𝜔𝑖 = 1.025 МеВ (𝑇𝑖 = 0.01 ), швидкiсть електрона
i позитрона 𝑣− = 0.1 i 𝑣+ = 0.1 , кут вильоту електрона 𝜃− = 27.12∘ .
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𝛿2 = −1 . Початковий фотон перетинається з лазерним iмпульсом пiд кутом 5∘

( 𝜃𝑖 = 175∘ ). Рисунок 4.4 а) вiдповiдає релятивiстським енергiям пари, рису-

нок 4.4 b) – нерелятивiстським енергiям. Кут вильоту i швидкiсть електрона

фiксованi i вiдповiдають iнтерференцiйнiй умовi (4.112).

Як видно з рисунка 4.4, розподiл парцiальної ймовiрнiстi по куту вильоту

позитрона має явно виражений пiк. Положення максимуму розподiлiв на ри-

сунку 4.4 визначається значеннями кутiв вильоту позитрона, якi вiдповiдають

iнтерференцiйнiй умовi (4.112) ( а) 𝜃+ = 167.55∘ i b) 𝜃+ = 147.15∘ ). Вершина

пiку може бути описана виразом для парцiальної ймовiрнiстi в iнтерференцiй-

нiй областi (4.131). При цьому значення параметра багатофотонностi (4.123)

для випадку на рисунку а), 𝛼0± (𝑝−,−𝑝+) = 134 , бiльше, нiж у випадку для

рисунку b), 𝛼0± (𝑝−,−𝑝+) = 123 . Це пояснює незначну вiдмiннiсть у висотi ма-

ксимумiв на рисунках 4.4 а) i b). Iз зростанням числа фотонiв висота пiку змен-

шується, а його положення поступово змiщується вiдносно iнтерференцiйного

кута вильоту позитрона. З рисунка 4.4 легко бачити, що парцiальна ймовiр-

нiсть в iнтерференцiйнiй областi на два порядки величини може перевищувати

ймовiрнiсть в iншiй геометрiї розсiювання (областi Бункiна-Федорова).

Слiд зазначити, що у випадку нерелятивiстських енергiй електрона i по-

зитрона (рисунок 4.4 b)) область кутiв вильоту в iнтерференцiйнiй областi де-

що ширша порiвняно з випадком релятивiстських енергiй (рисунок 4.4 а)). У

дiапазонах кутiв, що представленi на рисунках а) i b), розподiл парцiальної

ймовiрностi практично симетричний вiдносно iнтерференцiйного кута вильоту

позитрона. Усi приведенi вище мiркування i закономiрностi зберiгаються при

розглядi розподiлу по куту вильоту електрона зважаючи на симетрiю основних

виразiв вiдносно замiни електрон-позитрон.

Аналогiчно до випадку однiєї лазерної хвилi для релятивiстських енергiй та

областi помiрно сильних полiв спостерiгається факторизацiя парцiального пе-

рерiзу процесу на перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля та ймовiрнiсть виму-

шеного випромiнювання та поглинання фотонiв зовнiшнього поля. Пiсля пiдсу-

мовування по всiх можливих парцiальних процесах усi суттєво квантовi вклади
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компенсуються i диференцiальний перерiз (4.126) збiгається з диференцiальним

перерiзом процесу ФНП на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля 𝑑𝜎BH . Також

зазначимо, що в граничному випадку двох плоских монохроматичних хвиль

спiввiдношення для ймовiрностi вимушених процесiв (4.130) переходить у вiд-

повiдний вираз для процесу ФНП на ядрi в полi двох монохроматичних хвиль

в iнтерференцiйнiй областi.

4.3.4. Перерiз процесу у випадку нерелятивiстських енергiй.

Розглянемо випадок нерелятивiстських енергiй народжених електрона та

позитрона, 𝑣∓ ≪ 1 , коли швидкiсть їх осциляцiй у зовнiшньому полi одного

порядку за величиною зi швидкiстю їх поступального руху

𝜂01,02 . 𝑣∓, (4.132)

й енергетичний вклад фотонiв зовнiшнього поля суттєвий.

Оскiльки, ми розглядаємо процес в рамках борнiвського наближення (4.90),

то для значень енергiї падаючого фотону накладаються додатковi умови (4.35).

Закон про збереження енергiї (4.98) в цьому випадку набуває вигляду

𝑚𝑣2−
2

+
𝑚𝑣2+

2
−𝑚𝑇𝑖 + 𝑙1𝜔1 + 𝑙1𝜔1 ≪ 𝜔1, (4.133)

де безрозмiрна величина 𝑇𝑖 визначена виразом (4.37).

Диференцiальний перерiз процесу фотонародження електрон-позитронних

пар на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль у нерелятивiстському ви-

падку спрощується до вигляду

𝑑𝜎 =
∞∑︁

𝑙1,𝑙2=−∞

𝑑𝜎
(𝑣∓≪1)
𝑙1𝑙2

,
𝑑𝜎

(𝑣∓≪1)
𝑙1𝑙2

𝑑𝐸−𝑑𝐸+𝑑Ω−𝑑Ω+
=

𝑑𝜎
*(𝑣∓≪1)
𝑙1𝑙2

𝑑𝐸−𝑑𝐸+𝑑Ω−𝑑Ω+
·𝑊𝑙1𝑙2 · 𝑓𝛿(𝑞0) .

(4.134)

Перерiз 𝑑𝜎
*(𝑣∓≪1)
𝑙1𝑙2

залежить вiд числа фотонiв у вимушених процесах i пере-
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творюється на перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля 𝑑𝜎BH при 𝑙1 = 𝑙2 = 0 :

𝑑𝜎
*(𝜈∓≪1)
𝑙1𝑙2

𝑑𝐸−𝑑𝐸+𝑑Ω−𝑑Ω+
=
𝑍2𝛼𝑟2𝑒
64𝜋2

· 𝑣+𝑣−
𝑚

(︀
𝑣2+ · sin2𝜃+ + 𝑣2− · sin2𝜃−

)︀
. (4.135)

Функцiя 𝑊𝑙1𝑙2 визначає ймовiрностi вимушених процесiв випромiнювання

та поглинання фотонiв лазерного поля в процесi народження пари:

𝑊𝑙1𝑙2 =
∑︁
𝑟

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 𝐽2
𝑟

(︀
𝛼0 exp

(︀
−2𝜑2

)︀)︀
𝐽2
𝑙1−𝑟

(︀
𝛾01 exp

(︀
−𝜑2

)︀)︀
𝐽2
𝑙2+𝛿2𝑟

(︀
𝛾02 exp

(︀
−𝜑2

)︀)︀
.

(4.136)

Тут аргументи функцiй Бесселя у випадку нерелятивiстських енергiй набува-

ють вигляду

𝛾0𝑗 = 𝜂0𝑗
𝑚

𝜔𝑗

√︁
𝑎2− + 𝑎2+ − 2𝑎−𝑎+ cos (𝜙−−𝜙+), (4.137)

𝑎− =
𝑣− sin 𝜃−

1 − 𝑣− cos 𝜃−
, 𝑎+ =

𝑣+ sin 𝜃+
1 − 𝑣+ cos 𝜃+

, (4.138)

𝛼0 = 𝜂01𝜂02
𝑚

𝜔com
(2 + 𝑣− cos 𝜃− + 𝑣+ cos 𝜃+) . (4.139)

Слiд пiдкреслити, що iнтерференцiйний параметр (4.139) для лазер-моди-

фiкованого процесу ФНП на один порядок за величиною бiльший за вiдповiд-

ний параметр для процесу гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi у

полi двох лазерних хвиль [24].

Зазначимо, що функцiя 𝑊𝑙1𝑙2 (4.136), власне кажучи, не представляється

як iмовiрнiсть вимушеного випромiнювання або поглинання фотонiв лазерно-

го поля, що зумовлено залежнiстю її аргументiв вiд кiлькостi фотонiв 𝑙1, 𝑙2 .

Таким чином, для випадку (4.132) парцiальний диференцiальний перерiз нере-

зонансного процесу ФНП не факторизується на перерiз процесу за вiдсутностi

поля та ймовiрнiсть випромiнювання (поглинання) певної кiлькостi фотонiв ла-

зерного поля. Така факторизацiя вiдбувається для бiльш слабких полiв, коли

𝜂01,02 ≪ 𝑣∓ [89, 279].
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Розглянемо розподiл диференцiального перерiзу процесу ФНП на ядрi в

полi двох лазерних хвиль по енергiї електрона та позитрона при фiксованiй

геометрiї процесу народження. Пiдкреслимо, що у випадку iмпульсного лазер-

ного поля закон збереження енергiї строго не виконується, проте завдяки умо-

вам квазiмонохроматичностi поля (2.87) iстотна область iнтегрування по енергiї

рiзко звужується (4.133) i 𝑓𝛿(𝑞0) → 𝛿(𝑞0) . Енергiя електронiв та позитронiв у

кiнцевих станах (𝐸− та 𝐸+ ) визначається енергiєю падаючого фотона 𝜔𝑖 i

кiлькiстю фотонiв першої 𝑙1 та другої 𝑙2 хвилi. Закон збереження встановлює

вiдповiднiсть мiж цими п’ятьма величинами. Кiлькiсть фотонiв зовнiшнього

поля, якi брали участь у процесi народження пари на ядрi, в реальному екс-

периментi безпосередньо визначити досить важко. Тому для зручностi викори-

стаємо закон збереження енергiї для згортки однiєї iз сум, наприклад, по 𝑙2 , у

виразi (4.134).

Таким чином, при фiксованiй енергiї електрона можна отримати розподiл

диференцiального перерiзу по енергiї позитрона у виглядi

𝑑𝜎

𝑑𝐸−𝑑Ω−𝑑Ω+
=
𝑍2𝛼𝑟2𝑒
64𝜋2

∞∑︁
𝑙1=−∞

𝑣+(𝑙1) 𝑣−
𝑚

(︀
𝑣2+(𝑙1) sin2𝜃++𝑣2− sin2𝜃−

)︀
𝑊𝑙1𝑙2

𝑑𝐸+

𝜔2
. (4.140)

Тут, у функцiї 𝑊𝑙1𝑙2 (4.136) слiд замiнити показник 𝑙2 на цiле число:

𝑙2 ⇒
[︂
−𝑙1

𝜔1

𝜔2
+ (1 − 𝜀kin)

𝑚𝑇𝑖
𝜔2

]︂
. (4.141)

У виразi (4.141) величина 𝜀kin визначається наступним чином:

𝜀kin ≡
𝑣2+ + 𝑣2−

2𝑇𝑖
=
𝑚𝑣2+/2 +𝑚𝑣2−/2

𝜔𝑖 − 2𝑚
. (4.142)

Величина 𝜀kin має значення вiдношення кiнетичної енергiї пари (сума кiне-

тичних енергiй електрона та позитрона) до рiзницi мiж енергiєю падаючого

фотона та енергiєю спокою електрона i позитрона. Цей безрозмiрний пара-

метр зручний для подальшого аналiзу розподiлу диференцiального перерiзу:

𝑑𝐸+ = 𝑚𝑇𝑖𝑑𝜀kin . Вiдмiтимо, що значення параметра 𝜀kin = 1 вiдповiдає парцi-
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альним процесам з числами фотонiв 𝑙1 = 𝑙2 = 0 i значенням швидкостей для

процесу ФНП на ядрi за вiдсутностi зовнiшнього поля.

Для кiлькiсного аналiзу розглянемо вiдношення отриманого диференцiаль-

ного перерiзу до перерiзу процесу за вiдсутностi зовнiшнього поля:

𝑅 =

∫︁
𝑑𝜀kin ·

𝑑𝜎(𝜀kin)

𝑑𝜎BH
, (4.143)

𝑑𝜎(𝜀kin)

𝑑𝜎BH
=
𝑚𝑇𝑖
𝜔2

√︃
2𝑇𝑖𝜀kin−𝑣2−
2𝑇𝑖 − 𝑣2−

(︀
2𝑇𝑖𝜀kin−𝑣2−

)︀
sin2𝜃+ + 𝑣2− sin2𝜃−

(2𝑇𝑖 − 𝑣2−) sin2𝜃+ + 𝑣2− sin2𝜃−
·𝑊 (𝜀kin) , (4.144)

𝑊 (𝜀kin) =
∑︁
𝑙1

𝑊𝑙1𝑙2 =
∞∑︁

𝑙1,𝑟=−∞

1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑟 (𝛼) 𝐽2

𝑙1−𝑟(𝛾1) 𝐽
2
𝑙2+𝛿2𝑟

(𝛾2) . (4.145)

На рисунку 4.5 представлено розподiл диференцiального перерiзу (4.144)

по кiнетичнiй енергiї пари. Рисунок 4.5 а) представляє собою порiвняння роз-

подiлiв при рiзних кутах вильоту позитрона в межах iнтерференцiйної областi.

У той час як, рисунок 4.5 b) дає порiвняння розподiлу за енергiєю пари для

випадкiв, коли процес протiкає в iнтерференцiйнiй областi та областi Бункiна-

Федорова. Для випадку, який описується суцiльною кривою, геометрiя виби-

рається вiдповiдно до умови iнтерференцiї (4.112) (𝛼0 (𝑝−,−𝑝+) = 123 ) i для

малих значень числа фотонiв зовнiшнього поля лазера.

З рисунку 4.5 легко бачити, що розподiл по кiнетичнiй енергiї пари хара-

ктеризується наявнiстю коливань у межах iнтерференцiйної областi. Кожний

з максимумiв вiдповiдає певному парцiальному процесу з випромiнюванням чи

поглинанням рiвної кiлькостi фотонiв обох хвиль (див. рисунок 4.4 b)). При цьо-

му також змiнюється енергiя електрон-позитронної пари, тому в розподiлi на

рисунку 4.5 кожен з пiкiв можна спостерiгати окремо. Iз збiльшенням кiлькостi

фотонiв висота вiдповiдного пiка зменшується. При невеликiй змiнi кута ви-

льоту позитрона (пунктирна крива на рисунку 4.5 а)) iнтерференцiйна область

змiщується вiдповiдно до умови (4.112). У цьому випадку висота максимумiв

в iнтерференцiйнiй областi менша i визначається як значенням кута вильоту
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Рис. 4.5. Розподiл диференцiального перерiзу процесу фотонародження
електрон-позитронних пар на ядрi в полi двох лазерних хвиль (4.144) вiд
кiнетичної енергiї пари при фiксованiй геометрiї процесу народження.
Початковий фотон з енергiєю 𝜔𝑖 = 1.025 МеВ (𝑇𝑖 = 0.01 ) стикається з

лазерним iмпульсом пiд кутом 5∘ ( 𝜃𝑖 = 175∘ ). Параметри поля:
𝜂01 = 𝜂02 = 0.02 , 𝜔1 = 2.35 еВ, 𝜔2 = 1 еВ, 𝜌 =

√
3 . Кут вильоту i швидкiсть

електрона фiксованi (𝑣− = 0.1 , 𝜃− = 27.12∘ ) i вiдповiдають умовi (4.112).
Кут вильоту позитрона для суцiльної кривої на рис а) i b) 𝜃+ = 147.15∘ ,
для пунктирної кривої на рис а) 𝜃+ = 146.74∘ , на рис b) 𝜃+ = 158.61∘ .
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позитрона, так i кiлькiстю фотонiв.

При народженнi пари в кiнематичнiй областi Бункiна-Федорова (пунктир-

на крива на рисунку 4.5 b)) розподiл диференцiального перерiзу процесу фо-

тонародження електрон-позитронних пар на ядрi в полi двох лазерних хвиль

(4.144) по енергiї пари змiнюється плавно i має один максимум, який вiдповiдає

парцiальним процесам з числом фотонiв 𝑙1 = 𝑙2 = 0 . При цьому диференцiаль-

ний перерiз може бути як бiльшим, так i меншим за перерiз процесу в iнтер-

ференцiйнiй областi в залежностi вiд значення енергiї пари. Зазначимо, що, як

видно з рисунка 4.5, диференцiальний перерiз в iнтерференцiйнiй областi для

окремих значень енергiї пари може на два порядки величини перевищувати

перерiз процесу в iншiй кiнематицi процесу.

Слiд пiдкреслити, що параметричний iнтерференцiйний ефект проявля-

ється у визначенiй кiнематичнiй областi. Отже, експериментальна перевiрка

отриманих результатiв можлива лише при вимiрюваннi диференцiйних хара-

ктеристик перерiзу процесу ФНП на ядрi в полi двох iмпульсних хвиль. Для

цього процес народження пари повинен бути розглянутий у площинi, що ви-

значається iмпульсом початкового фотона та хвильовими векторами лазерного

поля. Електрон та позитрон повиннi детектуватись на полярному кутi (4.112).

Особливостi розподiлу диференцiального перерiзу процесу в iнтерференцiйнiй

областi можна спостерiгати експериментально, використовуючи детектори з ви-

сокою роздiльною здатнiстю.

Зауважемо, що дослiджуваний процес може розглядатися для альтерна-

тивної постановки задачi. Наприклад, умови народження пари можуть бути

реалiзованi при зiткненнi ультрарелятивiстського пучка iонiв та рентгенiвських

фотонiв. У цьому випадку, звичайно, слiд зважати на змiни енергiї та напрямiв

руху частинок вiдповiдно до перетворень Лоренца.

Кiлькiсний аналiз проведено для характеристик випромiнювання лазер-

ної системи Phelix (проект FAIR, GSI, Нiмеччина). Обладнання цiєї системи

дозволяє генерувати лазерний iмпульс на двох рiзних енергiях фотонiв зi зна-

ченнями, якi були використанi в кiлькiсних розрахунках. Крiм того, наукова
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програма проекту FAIR передбачає вивчення взаємодiї високо енергетичних iо-

нiв з рiзними частинками та дослiдження народження пар при зiткненнi важких

iонiв. Таким чином, експериментальна перевiрка теоретичних результатiв, що

стосуються лазер-модифiкованого фотонародження пар на ядрi, пропонується

в рамках проекту FAIR, оскiльки всi необхiднi умови можуть бути реалiзованi.

Висновки до роздiлу 4

В результатi проведеного дослiдження нерезонансного ФНП на ядрi в полi

iмпульсної електромагнiтної хвилi, можна зробити наступнi висновки.

1. Для дiапазону помiрно сильних полiв i релятивiстських енергiй електро-

на i позитрона диференцiальний перерiз ФНП на ядрi в iмпульсному свiтлово-

му полi факторизується i має вигляд добутку диференцiального перерiзу ФНП

за вiдсутностi зовнiшнього поля на ймовiрнiсть вимушеного випромiнювання

або поглинання фотонiв зовнiшнього поля. У iмпульсному свiтловому полi ймо-

вiрнiсть вимушених процесiв випромiнювання або поглинання визначається як

середнє значення вiд вiдповiдної ймовiрнiстi в полi монохроматичної хвилi.

2. Дослiджено вiдношення пiдсумованого по парцiальних процесах перерiзу

ФНП на ядрi в полi лазерної хвилi до перерiзу ФНП за вiдсутностi поля як

функцiя азимутального кута для моделi плоскої монохроматичної хвилi i моделi

iмпульсної хвилi. Показано, що пiдсумований по парцiальних процесах перерiз

бiльший за завичайний перерiз для усiх значень азимутального кута. Максимум

вiдношення перерiзiв вiдповiдає вильоту електрона i позитрона в однiй площинi

з фотоном зовнiшнього поля i початковим фотоном.

3. У випадку, коли електрон i позитрон народжуються з iмпульсами в пло-

щинi, яка перпендикулярна напряму вльоту початкового фотона, максимум

розподiлу вiдповiдає вильоту електрона i позитрона уздовж однiєї лiнiї в про-

тилежних напрямах. У цьому випадку пiдсумований по парцiальних процесах

нерезонансний перерiз в два рази перевищує вiдповiдний перерiз за вiдсутностi

зовнiшнього поля.
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4. Процес народження електрон-позитронної пари фотоном на ядрi в полi

двох iмпульсних лазерних хвиль характеризується наявнiстю видiленої кiнема-

тичної областi (iнтерференцiйнiй областi), де переважають процеси корельова-

ного випромiнювання-поглинання фотонiв обох хвиль. У цiй областi встанов-

люється вiдповiднiсть мiж кутом вильоту i енергiєю народжених часток. Мiнi-

мальна енергiя частинок визначається кутом вльоту початкового фотона.

5. Парцiальна ймовiрнiсть вимушеного випромiнювання i поглинання рiв-

ного числа фотонiв обох хвиль в iнтерференцiйнiй областi може на два поряд-

ки величини перевищувати вiдповiдну ймовiрнiсть в iншiй геометрiї розсiяння.

При цьому при фiксованих енергiях електрона i позитрона максимум розподi-

лу ймовiрнiстi по куту вильоту кожної з часток вiдповiдає iнтерференцiйному

куту вильоту.

6. Розподiл диференцiального перерiзу фотонародження електрон-

позитронних пар на ядрi в полi двох лазерних хвиль вiд кiнетичної енергiї

пари в iнтерференцiйнiй областi характеризується наявнiстю осциляцiй. Кожен

з максимумiв вiдповiдає певному парцiальному процесу з випромiнюванням-

поглинанням рiвного числа фотонiв обох хвиль. При змiнi кута вильоту

позитрона iнтерференцiйна область в розподiлi по енергiї змiщається, що

вiдповiдає установленiй вiдповiдностi мiж кутом вильоту i енергiєю наро-

джених частинок. При народженнi пари поза iнтерференцiйною областю

(область Бункiна-Федорова) розподiл перерiзу процесу фотонародження по

енергiї пари плавно змiнюється i має максимум, який вiдповiдає парцiальним

процесам з числом фотонiв 𝑙1 = 𝑙2 = 0 . При цьому диференцiальний перерiз

в iнтерференцiйнiй областi для окремих значень енергiї пари може на два

порядки величини перевищувати перерiз процесу в iншiй кiнематицi процесу.
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РОЗДIЛ 5

РОЗСIЮВАННЯ ЕЛЕКТРОНА НА ЕЛЕКТРОНI В

IМПУЛЬСНОМУ ПОЛI ЛАЗЕРА

Процес розсiювання електрона на електронi один iз основних процесiв кван-

тової електродинамiки. У зовнiшньому електромагнiтному полi цей процес су-

проводжується вимушеним випромiнюванням i поглинанням електронами фо-

тонiв зовнiшнього поля. Для випадку двох лазерних хвиль було виявлено iн-

терференцiйний квантовий ефект, коли при певнiй кiнематицi процесу випро-

мiнювання та поглинання фотонiв зовнiшнiх хвиль вiдбувається корельованим

чином. Розсiювання електрона на електронi в полi плоскої монохроматичної

хвилi вивчалося в роботах [86,98,186,187,200,204,206].

Резонансне розсiювання електрона на електронi в полi лiнiйно поляризо-

ваної хвилi було розглянуто вперше Олiйником [186,187]. Вiн продемонстрував

принципову можливiсть резонансiв, та оцiнив резонансний перерiз в однiй то-

чцi в нерелятивiстському дiапазонi енергiй. Резонансне розсiювання лептона на

лептонi в iмпульсному полi однiєї хвилi було розглянуто в роботi [289]. Уста-

новлено, що в широкому iнтервалi вiдносних швидкостей частинок резонанснi

диференцiальнi перерiзи розсiювання електрона на електронi (позитронi, мю-

онi) у полi однiєї iмпульсної хвилi перевищують на кiлька порядкiв вiдповiднi

диференцiальнi перерiзи пiд час вiдсутностi зовнiшнього поля у всьому дiапа-

зонi полярних кутiв вльоту частинок. Було показано рiзке зменшення величини

резонансного перерiзу процесу в лазерному полi в ультрарелятивiстському ви-

падку для слабких i помiрно сильних полiв.

Даний роздiл представляє теоретичнi результати щодо дослiдження про-

цесiв розсiювання електрона на електронi в зовнiшньому полi лазера. Розгля-

нуто резонансне розсiювання електрона на електронi в сильному iмпульсно-

му полi лазера. Основнi результати цього роздiлу були опублiкованi в робо-

тах [14,16–18,22] та апробованi на конференцiях [31,33,35].
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Рис. 5.1. Дiаграма Фейнмана для розсiювання електрона на електронi в
лазерному полi. Подвiйнi вхiднi та вихiднi лiнiї вiдповiдають хвильовим

функцiям електронiв у початкових i кiнцевих станах (функцiям Волкова),
внутрiшня пунктирна лiнiя вiдповiдає функцiї Грiна промiжного фотона.

5.1. Розсiювання електрона на електронi в сильному iмпульсному

полi

Будемо вивчати процес розсiювання електрона з 4-iмпульсом 𝑝1𝑖,1𝑓 =

(𝐸1𝑖,1𝑓 ,p1𝑖,1𝑓) на електронi з 4-iмпульсом 𝑝2𝑖,2𝑓 = (𝐸2𝑖,2𝑓 ,p2𝑖,2𝑓) для ультра-

релятивiстських енергiй i малих кутiв у полi iмпульсної лазерної хвилi. Процес

розсiювання електрона на електронi розглядається в першому порядку теорiї

збурень по взаємодiї мiж електронами (борнiвське наближення). Це вiдповiдає

обмiну електронами при розсiюваннi одним фотоном. В борнiвському наближен-

нi процес описується двома дiаграмами Фейнмана (див. Рис. 5.1). Особливiстю

процесу є наявнiсть дiаграми обмiнного типу, що викликано розсiюванням то-

тожних частинок. Внутрiшня лiнiя на дiаграмах вiдповiдає обмiнному фотону

в промiжному станi.

Загальний вираз для амплiтуди розсiювання електрона на електронi в полi

плоскої хвилi в борнiвському наближеннi може бути представлений в наступно-

му виглядi [9, 200]:

𝑆 = 𝑖𝑒2
∫︁
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝐷𝜈𝜈′ (𝑥1 − 𝑥2)×
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×
{︁[︀
𝜓𝑝1𝑓 (𝑥1, 𝐴) 𝛾𝜈𝜓𝑝1𝑖 (𝑥1, 𝐴)

]︀ [︁
𝜓𝑝2𝑓 (𝑥2, 𝐴) 𝛾𝜈

′
𝜓𝑝2𝑖 (𝑥2, 𝐴)

]︁
+ (5.1)

+
[︀
𝜓𝑝2𝑓 (𝑥1, 𝐴) 𝛾𝜈𝜓𝑝1𝑖 (𝑥1, 𝐴)

]︀ [︁
𝜓𝑝1𝑓 (𝑥2, 𝐴) 𝛾𝜈

′
𝜓𝑝2𝑖 (𝑥2, 𝐴)

]︁}︁
.

Тут 𝛾𝜈 i 𝛾𝜈′ (𝜈, 𝜈 ′ = 0, 1, 2, 3 ) - матрицi Дiрака; 𝐷𝜈𝜈′ (𝑥1 − 𝑥2) - функцiя

Грiна фотона в промiжному станi; 𝜓𝑝1𝑖,2𝑖 (𝑥,𝐴) i 𝜓𝑝1𝑓,2𝑓 (𝑥,𝐴) - функцiї Волкова

електронiв в початкових i кiнцевих станах у полi лазерної хвилi, вiдповiдно. У

виразi (5.1.) передбачається пiдсумовування по iндексах 𝜈, 𝜈 ′ .

𝜓𝑝𝑗 (𝑥,𝐴) =

[︂
1 +

𝑒

2 (𝑘𝑝𝑗)
𝑘𝐴

]︂
𝑢𝑗√︀
2𝐸𝑗

𝑒𝑖𝑆𝑗 , 𝑗 = 1𝑖, 1𝑓, 2𝑖, 2𝑓, (5.2)

𝑆𝑗 = − (𝑝𝑗𝑥) −
∫︁ 𝜙

−∞

𝑒

(𝑘𝑝𝑗)

[︁
(𝑝𝑗𝐴) − 𝑒

2
𝐴2
]︁
𝑑𝜙. (5.3)

У виразах (5.2)-(5.3) 𝑢𝑗 , �̄�′𝑗 - бiспiнори Дiрака для початкових i кiнцевих станiв

електронiв, вiдповiдно; 𝑝𝑗 = (𝐸𝑗,p𝑗) – їх 4-iмпульси. Чотири-потенцiал лазер-

ного поля 𝐴 виберемо як плоску квазiмонохроматичну хвилю з 4-хвильовим

вектор 𝑘 = (𝜔,k) , що розповсюджується вздовж вiсi 𝑧 з площиною поляриза-

цiї 𝑥𝑦 (2.2)-(2.4).

Ми використовуємо систему координат, пов’язану з центром iнерцiї еле-

ктронiв в початкових станах, де p1𝑖 + p2𝑖 = 0 . При цьому енергiя початкових

електронiв i вiдносний iмпульс мають вигляд:

p1𝑖 = −p2𝑖 = p𝑖, 𝐸1𝑖,2𝑖 =
√︁
𝑚2 + p2

𝑖 = 𝐸𝑖, (5.4)

Кiнцевi iмпульси та енергiї частинок визначаються як

p1𝑓,2𝑓 = P𝑓/2 ± p𝑓 , 𝐸1𝑓,2𝑓 =

√︁
𝑚2 + (P𝑓/2 ± p𝑓)2, (5.5)

𝐸𝑓 =
√︁
𝑚2 + p2

𝑓 . (5.6)

де P𝑓 - iмпульс центру iнерцiї пiсля розсiювання.



234

Умови:

1 ≪ 𝐸𝑖/𝑚≪ 𝑚/𝜔, 𝐸𝑖 ≈ |p| , (5.7)

𝜃𝑖,𝑓 = ∠ (e𝑧,p𝑖,𝑓) ≪ 1, 𝛿𝑖,𝑓 = 𝜃𝑖,𝑓 (𝐸𝑖,𝑓/𝑚) (5.8)

є справедливими в с.ц.i. для областi ультрарелятивiстських енергiй та малих

кутiв вльоту електронiв. Тут, 𝜃𝑖,𝑓 - полярнi кути вльоту та вильоту електронiв;

𝛿𝑖,𝑓 – характернi параметри для процесiв розсiювання ультрарелятивiстських

частинок.

Резонансне розсiювання ультрарелятивiстських електронiв в iмпульсному

полi розглядається в умовах резонансу Олiйника [186,187], коли 4-iмпульс про-

мiжного фотона 𝑞′ знаходиться поблизу масової поверхнi:

𝑞′2/𝜔2 ≪ 1. (5.9)

Нелiнiйнi ефекти в процесах взаємодiї електронiв один з одним у при-

сутностi лазерної хвилi в умовах резонансу визначаються релятивiстськи-

iнварiантним класичним параметром 𝜂0 (1.13), який чисельно дорiвнює вiд-

ношенню роботи поля на довжинi хвилi до енергiї спокою електрона.

Пiдкреслимо, що величина резонансного перерiзу розсiювання електрона

на електронi в полi лазера iстотно залежить вiд величини параметра 𝜂0 (𝐸𝑖/𝑚)

[98, 203, 206]. Цей параметр, за своєю суттю, є вiдношенням роботи, що вико-

нується лазерним полем над електроном на однiй довжинi хвилi лазера, до

початкової енергiї електрона 𝐸𝑖 . Отже, для слабких (𝜂0 ≪ 1 ) i помiрно силь-

них (𝜂0 . 1 ) полiв перерiз рiзко зменшується в ультрарелятивiстську випадку.

Представлене дослiдження присвячене випадку сильного поля, коли:

𝜂0 ≫ 1, 𝜂0 (𝐸𝑖/𝑚) & 1. (5.10)

Для ультрарелятивiстських енергiй електронiв цьому випадку вiдповiдають ла-
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зернi поля з iнтенсивнiстю & 1019 Вт/см 2 . Такi потужнi джерела випромiню-

вання доступнi для сучасних лазерних установок, що працюють в iмпульсному

режимi [1, 6, 7, 39,312].

5.1.1. Амплiтуда процесу.

Ми будемо розглядати в умовах резонансу лише амплiтуду, яка вiдповiдає

прямiй дiаграмi Фейнмана (Рис. 5.1 (a)). Така постановка задачi можлива зав-

дяки тому, що резонанси для прямих дiаграм розсiювального типу i резонанси

для обмiнних дiаграм мають мiсце в iстотно рiзних кiнематичних областях,

що не перекриваються [98, 203]. Вiдзначимо також, що для прямої амплiтуди

резонансне розсiювання електрона на електронi виникає, коли електрони роз-

сiюються вперед на малi кути в с.ц.i. i ефективно дiлиться на два послiдовних

процеси першого порядку, якi аналогiчнi комптонiвському розсiюванню хвилi

на електронi (лазер-iндукований Комптон-ефект).

Амплiтуда процесу розсiювання електрона на електронi в iмпульсному

лазерному полi (2.2) довiльної iнтенсивностi, що природно включає дiапа-

зон (5.10), в борнiвському наближеннi для довiльних енергiй електронiв була

отримана ранiше [289]:

𝑆dir
𝑓𝑖 =

∞∑︁
𝑙=−∞

𝑆𝑙. (5.11)

Тут 𝑆𝑙 - парцiальна амплiтуда з вимушеним випромiнюванням ( 𝑙 > 0 ) або

поглинанням ( 𝑙 < 0 ) 𝑙 фотонiв зовнiшнього поля.

𝑆𝑙 =
𝑖𝑒2 (2𝜋)3 𝜔𝜏 2

8𝐸𝑖

√︀
𝐸1𝑓𝐸2𝑓

𝛿2 (q⊥) 𝛿 (𝑞−)𝑀𝑙, (5.12)

𝑀𝑙 =
∑︁
𝑟

∫︁ ∞

−∞

(︀
�̄�1𝑓Λ𝜈

𝑙+𝑟 (𝜁)𝑢1𝑖
)︀

(�̄�2𝑓Λ𝑟,𝜈 (𝜁)𝑢2𝑖)

𝑞′2 + 2𝜁 (𝑘𝑞′) + 𝑖0
𝑑𝜁. (5.13)

Тут 𝑞′ - 4-iмпульс промiжного фотона, а аргументи дельта-функцiй визначаю-
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ться компонентами чотиривимiрного вектора 𝑞 = (𝑞0,q) :

𝑞 = 𝑝1𝑓 + 𝑝2𝑓 − 𝑝1𝑖 − 𝑝2𝑖 + 𝑙*𝑘, (5.14)

q⊥ = (𝑞𝑥, 𝑞𝑦) , 𝑞± = 𝑞0 ± 𝑞𝑧, (5.15)

𝑞′ = 𝑝2𝑖 − 𝑝2𝑓 − 𝑟*𝑘 = 𝑝1𝑓 − 𝑝1𝑖 + (𝑙* − 𝑟*) 𝑘. (5.16)

𝑙* = 𝑙 + 𝜂20 (𝜆 (𝜑1) + 𝜆 (𝜑2)) , 𝑟* = 𝑟 + 𝜂20𝜆 (𝜑2) , (5.17)

𝜆 (𝜑1,2) =
(︀
1 + 𝛿2𝑒𝑙𝑙

)︀ 𝑚
4𝜔

(︂
1

𝜅1𝑓,2𝑓
− 1

𝜅1𝑖,2𝑖

)︂∫︁ 𝜑1,2

−∞
𝑑𝜑′𝑔2 (𝜑′) . (5.18)

Параметри 𝑙 i 𝑟 - це iндекси пiдсумовування в (5.11) та (5.13). Вони визнача-

ють число випромiнених або поглинутих фотонiв у процесi розсiювання. У ви-

разi (5.17) квадратичнi по 𝜂0 поправки зумовленi пондеромоторними силами,

що дiють на електрони в зовнiшньому полi. Параметри 𝜅1,2 є згортками одини-

чного вектора вздовж напрямку розповсюдження хвилi 𝑛 = 𝑘/𝜔 = (1, 0, 0,−1)

з вiдповiдним 4-iмпульсом частинки, i, вiдповiдно до (5.7) та (5.8), набувають

вигляду:

𝜅1𝑖,1𝑓 ≡ (𝑛𝑝1𝑖,1𝑓) ≈ 𝑚2

2𝐸1𝑖,1𝑓

(︀
1 + 𝛿2𝑖,𝑓

)︀
, (5.19)

𝜅2𝑖,2𝑓 ≡ (𝑛𝑝2𝑖,2𝑓) ≈ 𝐸2𝑖,2𝑓 . (5.20)

Функцiї Λ𝜈
𝑙+𝑟 (𝜁) , Λ𝑟,𝜈 (𝜁) в рiвняннi (5.13) визначаються як iнтеграли по хви-

льовiй змiннiй:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Λ𝜈
𝑙+𝑟 (𝜁) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑1�̂�

𝜈
𝑙+𝑟 (𝜑1) exp {𝑖𝜔𝜏𝜁𝜑1} ,

Λ𝑟,𝜈 (𝜁) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑2�̂�𝑟,𝜈 (𝜑2) exp {𝑖 (𝑞+𝜏/2 − 𝜔𝜏𝜁)𝜑2} .

(5.21)
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𝜑1,2 =
𝜙1,2

𝜔𝜏
. (5.22)

У дослiджуваному випадку ультрарелятивiстських енергiй електронiв (5.7)

та малих кутiв (5.8) функцiї в (5.21) отримаємо в наступному виглядi:

�̂�𝜈
𝑙+𝑟 (𝜑1) = 𝛾𝜈𝐿𝑙+𝑟 (𝜑1) +

𝜂2 (𝜑1)𝐸1𝑓𝐸𝑖𝐵𝑙+𝑟 (𝜑1)

2𝑚2
(︁

1 + 𝛿21𝑓

)︁
(1 + 𝛿2𝑖 )

𝑛𝜈�̂�+

+
𝜂 (𝜑1)𝐸1𝑓

2𝑚
(︁

1 + 𝛿21𝑓

)︁𝛾𝜈�̂��̂�𝑙+𝑟 (𝜑1) +
𝜂 (𝜑1)𝐸𝑖

2𝑚 (1 + 𝛿2𝑖 )
�̂�𝑙+𝑟 (𝜑1) �̂�𝛾

𝜈,
(5.23)

𝐵𝑙+𝑟 (𝜑1) = 2
(︀
1 + 𝛿2

)︀
𝐿𝑙+𝑟 (𝜑1) +

(︀
1 − 𝛿2

)︀
(𝐿𝑙+𝑟+2 (𝜑1) + 𝐿𝑙+𝑟−2 (𝜑1)) , (5.24)

�̂�𝑙+𝑟 (𝜑1) = 𝜀𝐿𝑙+𝑟+1 (𝜑1) + 𝜀*𝐿𝑙+𝑟−1 (𝜑1) , (5.25)

�̂�𝑟,𝜈 (𝜑2) = 𝛾𝜈𝐿𝑟 (𝜑2) +
𝜂2 (𝜑2)𝑚

2

32𝐸2𝑓𝐸𝑖
𝐵𝑟 (𝜑2)𝑛𝜈�̂�+

+𝜂 (𝜑2)
𝑚

8𝐸2𝑓
𝛾𝜈�̂��̂�𝑟 (𝜑2) + 𝜂 (𝜑2)

𝑚

8𝐸𝑖
�̂�𝑟 (𝜑2) �̂�𝛾𝜈.

(5.26)

𝜂 (𝜑1,2) ≡ 𝜂0 · 𝑔 (𝜑1,2) , 𝜀 = 𝑒𝑥 + 𝑖𝛿𝑒𝑦. (5.27)

Функцiї 𝐵𝑟 (𝜑2) , 𝐷𝑟 (𝜑2) отримуємо з виразiв (5.24), (5.25) шляхом замiни

𝜑1 ↔ 𝜑2 , 𝑙 + 𝑟 ↔ 𝑟 . Коефiцiєнти перед функцiями 𝐵𝑙+𝑟,𝑟 i 𝐷𝑙+𝑟,𝑟 визнача-

ються параметрами (5.19), (5.20). У виразi 𝐺𝜈
𝑙+𝑟 (𝜑1) (5.23) та 𝐺𝑟,𝜈 (𝜑2) (5.26)

спецiальнi функцiї 𝐿𝑙 (𝜑1,2) визначають iмовiрнiсть вимушених багатофотонних

процесiв у полi лазерної хвилi. Цi функцiї можуть бути представленi у вигля-

дi розвинення в ряд по функцiях Бесселя цiлочисельного порядку (див. також

Додаток А):

𝐿𝑟 (𝜒2, 𝛾2 (𝜑2) , 𝑦2 (𝜑2)) = exp (−𝑖𝑟𝜒2)

×
∞∑︁

𝑠=−∞
exp (2𝑖𝑠𝜒2) 𝐽𝑟−2𝑠 (𝛾2 (𝜑2)) 𝐽𝑠 (𝑦2 (𝜑2)) .

(5.28)
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Аргументи функцiї 𝐿𝑙 (𝜑1,2) мають вид:

𝛾1,2 (𝜑1,2) = 𝜂 (𝜑1,2)
𝑚

𝜔

√︁
(𝑒𝑥𝑔𝑓𝑖1,2)

2 + 𝛿2 (𝑒𝑦𝑔𝑓𝑖1,2)
2, (5.29)

tan𝜒1,2 = 𝛿
(𝑒𝑦𝑔𝑓𝑖1,2)

(𝑒𝑥𝑔𝑓𝑖1,2)
, 𝑔𝑓𝑖1,2 =

𝑝1𝑖,2𝑖
𝜅1𝑖,2𝑖

− 𝑝1𝑓,2𝑓
𝜅1𝑓,2𝑓

, (5.30)

𝑦1,2 (𝜑1,2) =
(︀
1 − 𝛿2

)︀
𝜂2 (𝜑1,2)

𝑚2

8𝜔

[︂
1

𝜅1𝑖,2𝑖
− 1

𝜅1𝑓,2𝑓

]︂
. (5.31)

Вiдмiтимо, що параметри (5.29) i (5.31) є суттєво квантовими в загальному

випадку. Аргументи 𝛾1,2 (𝜑1,2) (5.29) – це параметри Бункiна-Федорова [49].

Вони визначають квантовi ефекти в баготофотонних процесах КЕД.

Пiдкреслимо, що залежнiсть знаменника пiдiнтегральної функцiї в (5.13)

вiд змiнної iнтегрування 𝜁 э наслiдку врахування iмпульсного характеру зов-

нiшнього поля лазерної хвилi. Подiбна поправка вiдсутня у випадку монохро-

матичної хвилi, як наслiдок, виникає резонансна нескiнченнiсть в амплiтудi

розсiювання електрона на електронi в полi плоскої монохроматичної хвилi. Вiд-

мiтимо, що закони збереження, якi вiдповiдають дельта-функцiям в амплiтудi

(5.12) в с.ц.i. набувають вигляду:

P𝑓 + 𝑙*k = 0. (5.32)

Осцилюючий характер залежностi вiд змiнної 𝜑2 в iнтегралi (5.21) призводить

до реалiзацiї наближеного закону збереження

𝐸1𝑓 + 𝐸2𝑓 − 2𝐸𝑖 + 𝑙*𝜔 . 𝜏−1 ≪ 𝜔. (5.33)

Отже, енергiя електронiв до i пiсля розсiювання пов’язана спiввiдношеннями

𝐸1𝑓,2𝑓 =
√︁
𝐸2

𝑓 ∓ 𝑙* (𝑘𝑝𝑓) + (𝑙*𝜔)2 /4 ≈ 𝐸𝑓 ∓ 𝑙*𝜔/2, (5.34)

𝐸𝑖 − 𝐸𝑓 = 𝑙*/2. (5.35)
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Також нескладно помiтити, що порядки величин аргументiв 𝛾1,2 (𝜑1,2) (5.29) та

𝑦1,2 (𝜑1,2) (5.31) можуть бути рiзними в залежностi вiд кiнематики розсiювання.

Важливо пiдкреслити, що величини цих параметрiв, так як i величина поправок

(5.18), суттєво залежать вiд згортки хвильового вектора з рiзницею початкового

та кiнцевого чотири-iмпульсiв електронiв 𝜅1𝑓,2𝑓 − 𝜅1𝑖,2𝑖 . Ця рiзниця є малою

для малих полярних кутiв вльоту та вильоту електронiв (5.8). Таким чином,

порядок точностi в (5.19) i (5.20) є недостатнiм i ми змушенi взяти до уваги

наступнi поправки по обом кутам та енергiї фотона

𝜅1𝑓 − 𝜅1𝑖 = − (𝜅1𝑓 − 𝜅1𝑖) = 𝐸𝑖

(︀
𝜃2𝑓 − 𝜃2𝑖

)︀
/2. (5.36)

Зазначимо, що явний вигляд аргументу (5.29) дозволяє визначити iнтер-

ференцiйну кiнематику процесу розсiювання електрона на електронi у випадку

двох лазерних хвиль:

𝛾1,2 (𝜑1,2) = 𝜂 (𝜑1,2)
𝑚

𝜔

√︁
(𝑒𝑥𝑔𝑓𝑖1,2)

2 + 𝛿2 (𝑒𝑦𝑔𝑓𝑖1,2)
2 = 0, (5.37)

З виразу (5.37) видно, що iнтерференцiйна кiнематика реалiзується, коли вектор

g𝑓𝑖1,2 направлений вздовж або напроти вiсi z , тобто перпендикулярний площинi

поляризацiї. Очевидно, що данi умови справедливi для довiльних iнтенсивно-

стей хвиль та їх поляризацiй та можуть виконуватися лише при розсiюваннi

електронiв у площинi, що утворюється початковими iмпульсами електронiв i

хвильовим вектором. Як показує аналiз можлива одночасна реалiзацiя резо-

нансних (5.9) та iнтерференцiйних умов (5.37). В цьому випадку накладаються

обмеження на початковi характеристики електронiв. Так, наприклад, одноча-

сна реалiзацiя реалiзацiя умов (5.9) та (5.37) для нерелятивiстських енергiй

електронiв, можлива якщо кут розсiювання частинок у с.ц.i. задовольняє на-

ступнiй умовi [18]:

sin 𝜃𝑖 = 1 − 𝑣𝑖 cos 𝜃𝑖 → 𝜃𝑖 ≈
𝜋

2
− 2𝑣𝑖. (5.38)
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Рис. 5.2. Пряма дiаграма Фейнмана резонансного розсiювання електрона на
електронi в зовнiшньому полi лазера.

5.1.2. Резонансне розсiювання електронiв ультрарелятивiст-

ських енергiй.

Розглянемо детально резонанснi умови для випадку сильного поля iмпуль-

сної хвилi, ультрарелятивiстських енергiй електронiв i малих кутiв вльоту-

вильоту (5.7)-(5.8). Закони збереження енергiї-iмпульсу для процесiв КЕД в

iмпульсному полi не виконуються точно (див. (5.33)). Розсiювання електрона

на електронi в iмпульсному лазерному полi набуває резонансного характеру,

якщо квадрат 4-iмпульсу промiжного фотона належить до дуже вузької областi

поблизу нуля. З огляду на вид знаменника в (5.13) та умови квазiмонохрома-

тичностi (2.4), умова резонансу Олейника набуває вигляду:

𝑞′2 .
(𝑘𝑞′)

𝜔𝜏
≪ 𝜔2. (5.39)

Таким чином, резонанс спостерiгається, коли 4-iмпульс промiжного фотона зна-

ходиться поблизу масової оболонки.

Ця область залежить вiд початкових iмпульсiв обох електронiв та кута

розсiювання. Закони збереження 4-iмпульсу для вершин резонансної дiаграми
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(Рис. 5.2) можуть бути представленi у виглядi двох рiвностей:

𝑝2𝑖 + 𝑟*𝑘 = 𝑞′ + 𝑝2𝑓 , 𝑟 ≥ −1, (5.40)

𝑝1𝑖 + 𝑞′ = 𝑝1𝑓 + (𝑙* − 𝑟*) 𝑘, 𝑙 − 𝑟 ≥ 1. (5.41)

Перша рiвнiсть (5.40) вiдповiдає закону збереження 4-iмпульсу в процесi пер-

шого порядку по постiйнiй тонкої структури. Так, другий електрон випромiнює

промiжний реальний фотон i одночасно вимушено поглинає |𝑟| фотонiв лазер-

ного поля. Рiвнiсть (5.41) виражає закон збереження 4-iмпульсу в процесi, коли

перший електрон поглинає промiжний реальний фотон i одночасно випромi-

нює (𝑙 − 𝑟) фотонiв лазерної хвилi. Тому розсiювання електрона на електронi

в лазерному полi за резонансних умов ефективно роздiляється на два процеси

першого порядку по постiйнiй тонкої структури. Кожен з цих процесiв подi-

бний до розсiювання Комптона фотона лазерної хвилi та промiжного фотона

на електронi.

Визначимо кут розсiювання електронiв 𝜃 = ∠ (p𝑖,p𝑓) в с.ц.i. для випадку

ультрарелятивiстських енергiй i малих кутiв вльоту, коли фотон у промiжному

станi лежить на масовiй поверхнi. Кут розсiювання визначається як рiзниця по-

чаткового i кiнцевого полярних кутiв ( 𝜃 = 𝜃𝑓 −𝜃𝑖 ), якщо рiзниця азимутальних

кутiв мала (|𝜙𝑓 − 𝜙𝑖| ∼ 𝜃𝑖 ≪ 1) . У подальшому ми будемо вважати, що розсi-

ювання вiдбувається в площинi сформованiй iмпульсом початкового електрона

i хвильовим вектором лазерної хвилi: 𝜙𝑖 = 𝜙𝑓 .

Використоємо закон збереження 4-iмпульсу (5.40), (5.34)-(5.36):

𝑞′2

p2
= 𝜃2 − (𝑙* + 2 |𝑟|) 𝜔

𝐸𝑖
𝜃𝑖𝜃. (5.42)

Як i очiкувалося, резонанси з’являються, якщо має мiсце розсiювання на

малi кути 𝜃 ≪ 𝜃𝑖 (для прямої дiаграми Фейнмана) [203]- [206]. Спiввiдношення
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(5.17) i (5.18) дозволяють отримати умову для резонансного кута розсiювання:

𝜃𝑟𝑒𝑠 = (𝑙 + 2𝑟)
𝑙𝜔

𝐸2
𝑖

𝛿𝑖

(︃
1 +

(︀
1 + 𝛿2𝑒𝑙𝑙

)︀
𝜂20𝛿

2
𝑖

(1 + 𝛿2𝑖 )
2

∫︁ 𝜑1

−∞
𝑑𝜑′𝑔2 (𝜑′)

)︃−1

. (5.43)

Розглянемо випадок, коли поправками по 𝜂0𝛿𝑖 можна знехтувати. Тодi лег-

ко отримати необхiдну умову для початкового кута вльоту електрона вiдносно

лазерного поля з iнтенсивнiстю (5.10)

𝛿𝑖 ≪ 𝑚/𝐸𝑖 → 𝜃𝑖 ≪ 𝑚2/𝐸2
𝑖 . (5.44)

Отже, резонансний кут розсiювання для сильних полiв (5.10) при малих кутах

вльоту (5.44) в ультрарелятивiстському випадку (5.7) може бути виражений як:

𝜃𝑟𝑒𝑠 = (𝑙 + 2 |𝑟|) 𝜔𝑚
𝐸2

𝑖

𝛿𝑖. (5.45)

Як i очiкувалося, квантовi параметри 𝛾1,2 (5.30) i 𝑦1,2 (5.31) стають класичними

в умовах резонансу. Пiсля нескладних перетворень, з урахуванням (5.36) та

(5.45), для ультрарелятивiстських енергiй (5.7) i малих кутiв вльоту-вильоту

(5.44) (𝜂0𝛿𝑖 ≪ 1 ) в умовах резонансу:

𝛾1 (𝜑1) = (𝑙 + 2 |𝑟|) 𝜂 (𝜑1) 𝛿𝑖𝛼𝑖 ≪ 1, (5.46)

𝛾2 (𝜑2) = (𝑙 + 2 |𝑟|) 𝜂 (𝜑2) 𝛿𝑖
𝑚2

𝐸2
𝑖

𝛼𝑖 ∼ 𝛾1
𝑚2

𝐸2
𝑖

≪ 1, (5.47)

𝛼𝑖 =
√︁

1 + (𝛿2𝑒𝑙𝑙 − 1) sin2 𝜙𝑖, (5.48)

𝑦1 (𝜑1) =
(︀
1 − 𝛿2𝑒𝑙𝑙

)︀
𝜂2 (𝜑1) 𝛿

2
𝑖 ≪ 𝛾1 ≪ 1, (5.49)

𝑦2 (𝜑2) =
(︀
1 − 𝛿2𝑒𝑙𝑙

)︀
𝜂2 (𝜑2) 𝛿

2
𝑖

𝑚4

𝐸4
𝑖

≪ 𝛾2 ≪ 1, (5.50)

де 𝜙𝑖 - азимутальний кут вльоту електрона.
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Так як параметри багатофотонностi 𝛾1,2 (𝜑1,2) ≪ 1 , то для зовнiшнього

поля може бути застосована теорiя збурень навiть для таких потужних полiв.

Так, другий електрон випромiнює промiжний фотон за рахунок вимушеного

поглинання одного фотона ( 𝑟 = −1 ). При цьому перший електрон поглинає

промiжний фотон i одночасно вимушено випромiнює один фотон зовнiшнього

поля ( 𝑙 − 𝑟 = 1, 𝑙 = 0 ). Спецiальнi функцiї (2.42) трансформуються в функцiї

Бесселя у вiдповiдностi до спiввiдношень (5.49) i (5.50). Вiдмiтимо також, що в

умовах резонансу (5.45) може бути проведене розвинення функцiй Бесселя по

малих параметрах 𝛾1,2 ≪ 1 .

𝐿𝑟 (𝜒1,2, 𝛾1,2) → exp (−𝑖𝑟𝜒1,2) 𝐽𝑟 (𝛾1,2) , (5.51)

𝐽0 (𝛾1,2) ≈ 1, 𝐽1 (𝛾1,2) ≈ 𝛾1,2/2 ≪ 1.

Причому дане спiввiдношення справедливе у розглянутому випадку для довiль-

ної елiптичної поляризацiї зовнiшньої хвилi 𝛿𝑒𝑙𝑙 .

Спростимо амплiтуду переходу (5.12)-(5.31) для ультрарелятивiстських

енергiй (5.7), малих полярних кутiв вльоту (5.44) та умови резонансу (5.45).

Ми пiдкреслюємо, що функцiї �̂�𝜈
𝑙+𝑟 (𝜑1) (5.23) та �̂�𝑟,𝜈 (𝜑2) (5.26) мiстять додан-

ки, пропорцiйнi рiзним степеням параметра 𝜂0 (𝜂00, 𝜂0, 𝜂20 ) та мiстять функцiї

Бесселя рiзних порядкiв (0,±1,±2,±3 ). З умови (5.10) робимо висновок, що у

функцiї �̂�𝑟,𝜈 (𝜑2) доданки рiзних степенiв по параметру 𝜂0 є одного порядку

по величинi 𝜂20𝑚2/𝐸2
𝑖 ∼ 𝜂0𝑚/𝐸𝑖 ∼ 1 (5.26), але в амплiтудi достатньо зберегти

лише один доданок

�̂�−1,𝜈 (𝜑2) = 𝜂 (𝜑2)
𝑚

8𝐸𝑖
𝑄2,𝜈, 𝑄2,𝜈 = 𝛾𝜈�̂�𝜀

* + 𝜀*�̂�𝛾𝜈. (5.52)

Доданки рiзних степенiв по параметру 𝜂0 мають рiзнi порядки величини для

функцiї �̂�𝜈
𝑙+𝑟 (𝜑1) (5.23) 𝜂20𝐸2

𝑖 /𝑚
2 ≫ 𝜂0𝐸𝑖/𝑚 ≫ 1 . Подальший аналiз показує,

що доданок, пропорцiйний 𝜂20 , дає малий вклад пiсля пiдсумовування та усе-

реднення по поляризацiях початкових та кiнцевих частинок. Так, для оцiнки
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основного вкладу треба зберегти доданок, що мiстить перший степiнь параме-

тра 𝜂0 та функцiю Бесселя нульового порядку:

�̂�𝜈
1 (𝜑1) =

𝜂 (𝜑1)𝐸𝑖

2𝑚 (1 + 𝛿2𝑖 )
𝑄𝜈

1, 𝑄𝜈
1 = 𝛾𝜈�̂�𝜀* + 𝜀*�̂�𝛾𝜈. (5.53)

Умова квазiмонохроматичностi дозволяє iстотно спростити iнтегрування по

змiннiй 𝜁 у (5.13). Резонансна амплiтуда (5.11)-(5.13) для прямої дiаграми

Фейнмана спрощується у випадку ультрарелятивiстських енергiй електронiв

(5.7), сильного поля (5.10) та малих кутiв (5.44) остаточно набуває вигляду:

𝑆𝑟𝑒𝑠
𝑓𝑖

= (2𝜋)4
𝑒2𝜂20𝜔𝜏

2

32𝐸4
𝑖 𝜃

2
𝑟𝑒𝑠

𝛿2 (q⊥) 𝛿 (𝑞−)𝐾𝑓𝑖 · 𝐼0, (5.54)

𝐾𝑓𝑖 = (�̄�1𝑓𝑄
𝜈
1�̂�𝑢1𝑖) (�̄�2𝑓𝑄2,𝜈𝑢2𝑖) , (5.55)

𝐼0 =

∫︁
𝑑𝜑1𝑔 (𝜑1)×

×
∫︁
𝑑𝜑2𝑔 (𝜑2) exp {𝑖𝜑2𝑞+𝜏2} exp {2𝑖𝛽 (𝜑1 − 𝜑2)}H (𝜑2 − 𝜑1) . (5.56)

Тут H (𝜑2 − 𝜑1) - функцiя Хевiсайда, а 𝛽 - резонансний кiнематичний пара-

метр, який визначає характер розсiювання електрона на електронi в полi iм-

пульсної лазерної хвилi:

𝛽 =
𝑞′2

4 (𝑘𝑞′)
𝜔𝜏 ≈ 𝜔𝜏

2

(︂
𝜃

𝜃𝑟𝑒𝑠
− 1

)︂
. (5.57)

Як видно з виразу (5.57), значення резонансного параметра 𝛽 визначаються

кiнематикою процесу розсiювання електрона на електронi та параметрами iм-

пульсного лазерного поля. Цей характерний параметр визначає, наскiльки

близько 4-iмпульс промiжного фотона спiвпадає зi значенням на масовiй по-

верхнi в умовах резонансу.
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5.1.3. Резонансний перерiз та обговорення результатiв

Поперечний перерiз розсiювання електрона на електронi за вiдсутностi зов-

нiшнього поля (перерiз Меллера) [9, 73, 74] має наступний вигляд для випадку

ультрарелятивiстських енергiй та малих кутiв вльоту-вильоту:

d𝜎Moller

dΩ𝑓
= 𝑟2𝑒

4𝑚2

𝐸2
𝑖 𝜃

4
, (5.58)

де dΩ𝑓 - елементарний тiлесний кут розсiяних частинок в с.ц.i., 𝑟𝑒 - класичний

радiус електрона.

Використовуючи амплiтуду переходу (5.54)-(5.56), отримуємо диференцi-

альний перерiз розсiювання електрона на електронi в умовах резонансу в силь-

ному полi стандартним методом [9]:

d𝜎res =

⃒⃒
𝑆res
𝑓𝑖

⃒⃒2
|j|𝑇

d3p𝑓

(2𝜋)3
d3P𝑓

(2𝜋)3
. (5.59)

Тут, |j| =
√︀

1 −𝑚2/𝐸2
𝑖 ≈ 1 - густина потоку початкових частинок.

Iнтегрування диференцiального перерiзу (5.59) по 𝑑3P𝑓 проводиться за

допомогою дельта-функцiй (див. (5.32)). Отримаємо:

d𝜎res
dΩ𝑓

= 𝑟2𝑒
𝑚2𝜂40 (𝜔𝜏)2

322𝐸6
𝑖 𝜃

4
res

· |𝐾𝑓𝑖|2 · |𝐼0|2
𝜏dE𝑓

2𝜋𝑇
. (5.60)

Тут функцiї 𝐾𝑓𝑖 та 𝐼0 визначаються виразами (5.55) та (5.56), вiдповiдно. Iн-

тегрування по енергiї розсiяних частинок можна провести завдяки умовi квазi-

монохроматичностi лазерної хвилi (2.4).

Виберемо огинаючу функцiю потенцiалу в видi функцiї Гауса

𝑔 (𝜑1,2) = exp
{︀
−𝜑21,2

}︀
. (5.61)

У результатi, резонансний перерiз розсiювання неполяризованих електрона

на електронi, що протiкає в лазерному полi, в елемент тiлесного кута отримаємо
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Рис. 5.3. Профiль першого резонансного пiку в перерiзi розсiювання електрона
на електронi в полi iмпульсної хвилi.

у формi:

d𝜎res
dΩ𝑓

=
𝑟2𝑒𝑚

2

𝐸2
𝑖 𝜃

4
res

(︂
𝜂0𝑚

𝐸𝑖

)︂
(𝜔𝜏)2

8

(︀
1 + 𝛿2ell

)︀2√︂𝜋

2
𝑃res, (5.62)

𝑃res =
1

2𝜌

∫︁ 𝜌

−𝜌

d𝜑1 exp
(︀
−𝜑21

)︀ (︁
1−erf

(︁√
2𝜑1

)︁)︁
×

×
∫︁ 𝜑1

−𝜌

d𝜑′1 exp
(︁
−𝜑′21

)︁
cos (2𝛽 (𝜑1−𝜑′1)) . (5.63)

Тут, величина 𝜌 = 𝑇/𝜏 – вiдношення мiж часом спостереження та тривалiстю

iмпульсу, яка визначає iнтервал усереднення по лазерному iмпульсу. Величина

параметра 𝜌 визначається умовами конкретного експеримента (див. Додаток

Б) та, зазвичай, задовольняє умови: 𝜌 & 1, (erf (𝜌) ≈ 1) .

Функцiя 𝑃res (5.63) описує профiль першого резонансного пiку в перерiзi

(див. рис. 5.3). Визначимо резонансну кутову ширину для розсiювання електро-

на на електронi в сильному лазерному полi. Ми розглядаємо випадок, коли 4-
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iмпульс фотона в промiжному станi знаходиться бiля масової поверхнi 𝛽 ≪ 1 .

У цьому випадку функцiя (5.63), яка визначає профiль резонансного пiку, може

бути легко приведена до наступного вигляду:

𝑃res ≈ 𝑎1
(︀
1 − 𝑎2𝛽

2
)︀
≈ 𝑎1

1 + 𝑎2𝛽2
=

1

2𝜌

Γ2
𝜃

(𝜃 − 𝜃res)
2 + Γ2

𝜃

. (5.64)

Коефiцiєнти 𝑎1 i 𝑎1 визначаються з iнтегралiв у виразi (5.63), при цьому:

𝑎1 ≈ 1/2𝜌 , 𝑎2 ≈ 1 . Величина Γ𝜃 представляє собою пролiтну кутову шири-

ну резонансу:

Γ𝜃 =
2𝜃res
𝜔𝜏

(5.65)

Ця ширина зумовлена кiнцевим часом взаємодiї частинок з зовнiшнiм лазер-

ним полем. Зазвичай, у реальних експериментах величина пролiтної ширини

визначається геометрiєю експерименту або лiнiйними розмiрами областi, у якiй

частинки взаємодiють з зовнiшнiм полем. З виразу (5.65) можна побачити, що

в розглянутому випадку пролiтна ширина визначається кутом розсiювання еле-

ктрона на електронi та тривалiстю лазерного iмпульсу.

Вiдмiтимо, що у випадку монохроматичної хвилi резонансна розбiжнiсть

у поперечному перерiзi процесу усувається вiдповiдно до процедури Брейта-

Вiгнера. Ця процедура включає додавання радiацiйної кутової ширини резо-

нансу:

Γ𝑅 =
1

3

(︀
1 + 𝛿2ell

)︀
𝛼0

(︂
𝜂0𝑚

𝐸𝑖

)︂2
𝜔2

𝐸2
𝑖

, (5.66)

де 𝛼0 - постiйна тонкої структури. Радiацiйною шириною резонансу можна

знехтувати, якщо вона суттєво менша порiвняно з пролiтною: Γ𝜃 ≫ Γ𝑅 . Вiд-

так, вираз для резонансного перерiзу у виглядi (5.62)-(5.64) справедливий для

обмеженої областi значень тривалостi лазерного iмпульсу. З урахуванням умови
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квазiмонохроматичностi хвилi (2.4) та явного виду Γ𝑅 (5.66), отримуємо:

10 . 𝜔𝜏 ≪ 𝛼−1
0

𝑚

𝜔
𝛿𝑖 ≈ (107 ÷ 108)

𝑚

𝐸𝑖
(5.67)

Важливо пiдкреслити, що ми вилучили з розгляду iншi причини розшире-

ння резонансного пiку, такi як, розширення резонансу з причини енергетичного

та кутового розкиду початкового електронного пучка.

Резонансний перерiз (5.62) має досить просту залежнiсть вiд поляризацiї

лазерної хвилi. Проаналiзуємо вiдношення отриманого резонансного перерiзу

для довiльної елiптичної поляризацiї до резонансного перерiзу при лiнiйнiй по-

ляризацiї:

𝑅ell =
d𝜎res

d𝜎res (𝛿ell = 0)
=
(︀
1 + 𝛿2ell

)︀2
. (5.68)

Можна легко помiтити, що резонансний перерiз у випадку циркулярної поляри-

зацiї ( 𝛿2ell = 1 ) в чотири рази перевищує такий же перерiз для лiнiйної поляри-

зацiї. Аналiз показав, що величини (5.52) та (5.53) дають основний внесок в ам-

плiтуду процесу розсiювання для вибраної кiнематики ультрарелятивiстських

енергiй електронiв та малих кутiв вльоту-вильоту. Як вiдомо, для ймовiрно-

стi розсiювання Комптона у присутностi лазерного поля доданки, якi лiнiйнi

по густинi енергiї хвилi (пропорцiйнi 𝜂 (5.52) i (5.53)), для випадку цирку-

лярної поляризацiї у два рази бiльшi нiж для лiнiйної поляризацiї (див. Рiтус

i Нiкiшов [2]). Це зумовлено тим, що циркулярно поляризована хвиля може

бути представлена у виглядi суми двох лiнiйно поляризованих хвиль з однако-

вими iнтенсивностями, частотами, i з рiзницею фаз 𝜋/2 . Вiдтак, як показано

в [51](див. також (1.5)), iнтенсивностi лазерних хвиль для циркулярної i лiнiйної

поляризацiї спiввiдносяться як:

𝜂0
(︀
𝛿2ell = 1

)︀
=

√
2𝜂0 (𝛿ell = 0) . (5.69)

Так як дослiджуваний процес в умовах резонансу ефективно розпадається на
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два процеси лазер-iндукованого комптонiвського розсiювання, то отримане спiв-

вiдношення (5.68) вiдповiдає попереднiм результатам. Важливо зазначити, що

при цьому нелiнiйнi члени по густинi енергiї хвилi iстотно вiдрiзняються для

лiнiйної та циркулярної поляризацiї зовнiшньої лазерної хвилi.

Проiнтегруємо резонансний перерiз розсiювання електрона на електронi

(5.64) в сильному лазерному полi по куту 𝜃 . Враховуючи зв’язок мiж параме-

тром 𝛽 та кут розсiювання (5.57), отримаємо: d𝜃 = Γ𝜃d𝛽 . У результатi маємо:

d𝜎res
d𝜙𝑓

=
𝜋2

32𝜌

(︂
𝜂0𝑚

𝐸𝑖

)︂4
(𝜔𝜏)2

(︀
1 + 𝛿2ell

)︀2 𝑟2𝑒𝑚2

𝐸2
𝑖 𝜃

4
res

𝜃𝑖Γ𝜃. (5.70)

Поперечний перерiз Меллера поблизу резонансного кута, як слiдує з (5.58),

набуває форми

d𝜎Moller

d𝜙𝑓
= 𝑟2𝑒

4𝑚2

𝐸2
𝑖 𝜃

4
res

𝜃𝑖Γ𝜃. (5.71)

Оцiнимо вiдношення резонансного перерiзу розсiювання електрона на еле-

ктронi в полi лазера в ультрарелятивiстському випадку (5.70) до вiдповiдного

поперечного перерiзу процесу за вiдсутностi зовнiшнього поля (5.71)

𝑅 =
d𝜎res

d𝜎Moller
=

𝜋2

128𝜌

(︂
𝜂0𝑚

𝐸𝑖

)︂4
(𝜔𝜏)2

(︀
1 + 𝛿2ell

)︀2
. (5.72)

Як видно з формули (5.72), це вiдношення визначається декiлькома хара-

ктеристичними параметрами. Перший з них – це вiдношення роботи, викона-

ної лазерним полем над електроном на довжинi хвилi, до початкової енергiї

електрона 𝜂0𝑚/𝐸𝑖 . Звiдси, резонанснi процеси пригнiченi у випадку помiрно

сильних полiв та ультрарелятивiстських енергiй (𝜂0𝑚/𝐸𝑖 ≪ 1 ). У цьому ви-

падку основний внесок дають нерезонанснi процеси i поперечний перерiз мало

вiдрiзняється вiд перерiзу процесу за вiдсутностi поля. Значення тривалостi

лазерного iмпульсу також iстотно впливає на вiдношення (5.72).

Будемо розглядати в подальшому аналiзi лобове зiткнення ультрареляти-

вiстських електронiв з рiвною енергiєю. Таким чином система центра iнерцiї
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спiвпадає з лабораторною системою вiдлiку. При цьому вiдповiдно до постанов-

ки задачi, лазерна хвиля поширюється пiд малим кутом до вiсi зiткнення еле-

ктронiв. Для областi початкових кутiв (5.44) вiдношення поперечних перерiзiв

(5.72) явно не залежить вiд кута вльоту електрона 𝜃𝑖 . Ми також розглядаємо

зовнiшню хвилю з циркулярною поляризацiєю ( 𝛿2ell = 1 ).

Проведемо аналiз резонансного перерiзу розсiювання електрона на еле-

ктронi в полi лазера для кiлькох лазерних систем (див., Табл. 5.1). Вiдмiтимо,

що лазернi системи PHELIX та Vulcan вiдносяться до класу петаваттних опти-

чних лазерiв, що генерують випромiнювання в суб-пiкосекундному дiапазонi

тривалостi iмпульсу [7]. Джерела випромiнювання систем Vulcan 10 та ELI, зва-

жаючи на їхнi характеристики, можна вiднести до мульти-пета-ватних лазерiв,

що генерують випромiнювання у фемтосекундному дiапазонi. Базовi характери-

стики лазерних систем представленi у Табл. 5.1. Легко помiтити, що параметри

𝜂0 (третя колонка) та 𝜔𝜏 (друга колонка) вiдповiдають умовам (5.10) та (5.67).

Рис. 5.4 представляє вiдношення резонансного поперечного перерiзу про-

цесу за вiдсутностi зовнiшнього поля як функцiю початкової енергiї в одиницях

енергiї спокою електрона для конкретних лазерних систем (див., Табл. 5.1).

Вхiдний полярний кут вльоту: 𝜃𝑖 = 10−6 . Неважко зробити висновок з ви-

разу (5.72) та Рис. 5.4, що залежнiсть вiдношення поперечних перерiзiв вiд

початкової енергiї електрона лiнiйна для логарифмiчних масштабiв. Так, для

випадку електронiв МеВ-них енергiй та петаваттних оптичних лазерiв вiдноше-

ння (5.72) досягає 5-6 порядкiв величини. За таких же енергiй для мультипета-

ваттних лазерiв, що генерують випромiнювання у фемтосекундному дiапазонi,

вiдношення (5.72) може досягати 8-9 порядкiв по величинi.

Резонансний перерiз розсiювання електрона на електронi в лазерному полi

стає одного порядку з перерiзом процесу за вiдсутностi зовнiшнього поля для

енергiй електронiв порядку 102 МеВ для дiапазону iнтенсивностей лазерного

поля 1 ПВт, а для енергiй електронiв до 1 ГеВ для мультипетаватного дiапазону

iнтенсивностей.
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Табл. 5.1
Основнi характеристики лазерних систем

Лазерна система Тривалiсть iмпульсу, (𝜔𝜏 ) Пiкова iнтенсивнiсть, (𝜂0)
PHELIX 500 fs (900) 2·1020W/cm2 (9)
Vulcan 500 fs (900) 1021W/cm2 (20)
Vulcan10 30 fs (60) 1023W/cm2 (170)
ELI 15 fs (35) 1024W/cm2 (500)

Рис. 5.4. Вiдношення резонансного перерiзу розсiювання електрона на
електронi в сильному iмпульсному лазерному полi до перерiзу процесу за

вiдсутностi зовнiшнього поля в залежностi вiд початкової енергiї для
конкретних лазерних систем (Табл. 5.1), 𝜃𝑖 = 10−6 , 𝜌 = 10 , 𝛿2ell = 1 .

Висновки до роздiлу 5

У результатi дослiдження процесу резонансного розсiювання електрона на

електронi в полi iмпульсного лазера можна зробити наступнi висновки:
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1. Величина резонансного поперечного перерiзу розсiювання ультрареляти-

вiстських електронiв у зовнiшньому лазерному полi iстотно залежить вiд вiдно-

шення роботи, виконаної полем над електроном до початкової енергiї електро-

на. Резонансний поперечний перерiз розсiювання електрона на електронi рiзко

спадає зi збiльшенням енергiї електрона для слабких та помiрно сильних полiв

(. 1018 W cm−2 ). Резонансний перерiз iстотно залежить вiд поляризацiї. Так,

резонансний поперечний перерiз для циркулярної поляризацiї в чотири рази

перевищує вiдповiдний поперечний перерiз для випадку лiнiйної поляризацiї.

2. Резонансний поперечний перерiз для лазер-модифiкованого процесу для

малих кутiв вльоту електрона може перевищувати вiдповiдний поперечний пе-

рерiз процесу за вiдсутностi зовнiшнього поля на декiлька порядкiв величини.

Так, дане вiдношення досягає 5-6 порядкiв величини для електронiв МеВ-них

енергiй та петаваттних оптичних лазерiв (PHELIX, Vulcan). Дане вiдношення

може досягати 8-9 порядкiв величини для мультипетаваттних iнтенсивностей

лазерного поля у фемтосекундному дiапазонi (Vulcan 10, ELI).
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ВИСНОВКИ

У поданiй роботi застосовано та розвинено новi аналiтичнi пiдходи при ви-

вченнi фiзичних процесiв в iмпульсних полях, що дозволяє дослiджувати новi

явища, закономiрностi та властивостi процесiв та бiльш наглядно продемон-

струвати фiзичнi властивостi процесiв пiд впливом лазерного поля. Виконано

системний аналiз фiзичних процесiв в iмпульсному полi: за резонансних умов; у

випадку двох хвиль при кореляцiї випромiнювання та поглинання фотонiв ла-

зерного поля; при розсiюваннi швидких частинок на малi кути за малих переда-

них мiж частинками iмпульсiв; за умов, коли енергiя поля, що поглинається чи

випромiнюється частинкою, одного порядку за величиною з початковою кiнети-

чною енергiєю частинок. За результатами дослiджень можна зробити наступнi

висновки:

1. Теоретично дослiджено кiнематичнi особливостi процесiв розсiювання

електрона на ядрi, електрона на електронi, гальмiвного випромiнювання та на-

родження електрон-позитронної пари фотоном на ядрi в присутностi зовнiшньо-

го iмпульсного поля лазера рiзних конфiгурацiй. В процесi взаємодiї частинки

можуть вимушено випромiнювати i поглинати фотони зовнiшнього поля. Ам-

плiтуда переходу та перерiз процесiв має вид суми по парцiальних компонентах,

кожна з яких вiдповiдає процесам за участi певної кiлькостi фотонiв зовнiшньо-

го поля. Для процесiв КЕД в полi двох лазерних хвиль проявляється параме-

тричний iнтерференцiйний ефект, коли при певнiй кiнематицi процесу вимуше-

не випромiнювання i поглинання фотонiв першої та другої хвилi вiдбувається

корельованим чином. При цьому спостерiгається сильна кореляцiя мiж кутом

вильоту та енергiєю частинок в кiнцевому станi, що iстотно вiдрiзняє процес в

iнтерференцiйнiй областi вiд процесу в будь-якiй iншiй геометрiї.

2. При розсiюваннi електрона на ядрi в областi малих кутiв спостерiгаються

видiленi напрями розсiювання. При зростаннi енергiї електрона максимальне

значення вiдношення перерiзу розсiювання електрона на ядрi в полi iмпульсної

хвилi i перерiзу розсiювання за вiдсутностi поля в областi малих кутiв змен-
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шується. Навпаки, при зростаннi енергiї фотонiв зовнiшнього лазерного поля

вiдношення перерiзiв збiльшується. Так, наприклад, для енергiї 0.5 кеВ перерiз

розсiювання електрона на ядрi в iмпульсному лазерному полi поблизу видiле-

ного кута в 2-3 рази перевищує перерiз розсiювання за вiдсутностi зовнiшнього

поля. Для енергiй фотона 2 кеВ вiдношення перерiзiв досягає двох порядкiв

величини.

3. Процес розсiювання електрона на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних

хвиль може домiнувати в iнтерференцiйної кiнематичної областi. Показано, що

ймовiрнiсть парцiальних процесiв в iнтерференцiйної областi на кiлька поряд-

кiв величини може перевищувати вiдповiдну ймовiрнiсть в областi Бункiна-

Федорова. Параметричним iнтерференцiйний ефект приводить до перерозподi-

лу ймовiрностей i енергетичний спектр електрона має смугастий вигляд. Для

окремих значень енергiї кiнцевого електрона, перерiз розсiювання електрона

на ядрi в полi двох iмпульсних лазерних хвиль в iнтерференцiйнiй областi на

порядок величини перевищує перерiз процесу в областi Бункiна-Федорова.

4. Для процесу спонтанного гальмiвного випромiнювання електрона при

розсiюваннi на ядрi в полi двох iмпульсних помiрно сильних хвиль детально ви-

вчено параметричний iнтерференцiйний ефект. При цьому процес розсiювання

електрона i випромiнювання спонтанного фотона вiдбуваються в однiй площи-

нi, що утворюється iмпульсом початкового електрона i напрямком поширення

обох хвиль. Показано, що парцiальна ймовiрнiсть процесу в iнтерференцiйнiй

областi на порядок величини перевищує вiдповiдну ймовiрнiсть в iншiй кiнема-

тицi розсiювання. Для нерелятивiстських енергiй електронiв в iнтерференцiйнiй

областi iснує область кутiв вильоту кiнцевого електрона, для яких перерiз не-

резонансного процесу СГВ електрона на ядрi, просумований по всiм процесам

випромiнювання i поглинання фотонiв, бiльший нiж перерiз процесу за вiдсу-

тностi зовнiшнього поля. Для енергiї випромiненого фотона 0.5 keV просумо-

ваний перерiз перевищує звичайний майже в 2 рази.

5. Процес спонтанного гальмiвного випромiнювання електрона на ядрi в

зовнiшньому лазерному полi двох iмпульсних хвиль характеризується наявнi-
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стю особливої кiнематичної областi, де перерiз процесу має резонансний ха-

рактер i процеси вимушеного випромiнювання i поглинання фотонiв першої i

другої хвилi протiкають корельованим чином. Резонансний диференцiальний

перерiз процесу СГВ з одночасною реєстрацiєю кутiв випромiнювання спонтан-

ного фотона та розсiяного електрона може перевищувати на кiлька порядкiв

величини вiдповiдний перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля. Найбiльше зна-

чення (п’ять порядкiв) це вiдношення має у випадку нерелятивiстських енергiй

електронiв i рiзко зменшується для ультрарелятивiстських енергiй електронiв.

6. Дослiджено вiдношення пiдсумованого по парцiальних процесах перерiзу

ФНП на ядрi в полi лазерної хвилi до перерiзу ФНП за вiдсутностi поля як фун-

кцiя азимутального кута для моделi плоскої монохроматичної хвилi та моделi

iмпульсної хвилi. Показано, що пiдсумований по парцiальних процесах перерiз

бiльший за звичайний перерiз для усiх значень азимутального кута. Максимум

вiдношення перерiзiв вiдповiдає вильоту електрона i позитрона в однiй площи-

нi з фотоном зовнiшнього поля i початковим фотоном. Показано, що резонанс

має мiсце, коли енергiя початкового фотона бiльша граничного значення, яке

значно бiльше за двi енергiї спокою електрона. Народженi електрон i позитрон

мають ультрарелятивiстськi енергiї. Оцiнка показує, що резонансний перерiз

фотонародження пари на порядок величини може перевищувати вiдповiдний

перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля.

7. Парцiальна ймовiрнiсть вимушених процесiв для народження електрон-

позитронної пари фотоном на ядрi в iнтерференцiйнiй областi може на два по-

рядки величини перевищувати вiдповiдну ймовiрнiсть в iншiй геометрiї роз-

сiяння. При цьому при фiксованих енергiях електрона i позитрона максимум

розподiлу ймовiрнiстi по куту вильоту кожної з частинок вiдповiдає iнтерфе-

ренцiйному куту вильоту. Розподiл диференцiального перерiзу процесу на ядрi в

полi двох лазерних хвиль вiд кiнетичної енергiї пари в iнтерференцiйнiй областi

характеризується наявнiстю осциляцiй. Кожен з максимумiв вiдповiдає певному

парцiальному процесу з випромiнюванням-поглинанням рiвного числа фотонiв

обох хвиль. При цьому диференцiальний перерiз в iнтерференцiйнiй областi для
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окремих значень енергiї пари може на два порядки величини перевищувати пе-

рерiз процесу в iншiй кiнематицi процесу.

8. Величина резонансного поперечного перерiзу розсiювання ультрареляти-

вiстських електронiв у зовнiшньому лазерному полi iстотно залежить вiд вiдно-

шення роботи, виконаної полем над електроном до початкової енергiї електро-

на, та рiзко спадає зi збiльшенням енергiї електрона для слабких та помiрно

сильних полiв (. 1018 Вт см−2 ). Резонансний поперечний перерiз для лазер-

модифiкованого процесу для малих кутiв вльоту електрона може перевищувати

вiдповiдний поперечний перерiз процесу за вiдсутностi зовнiшнього поля на де-

кiлька порядкiв величини. Так, дане вiдношення досягає 5-6 порядкiв величини

для електронiв МеВ-них енергiй та петаваттних оптичних лазерiв (PHELIX,

Vulcan). Вiдношення може досягати 8-9 порядкiв величини для мультипетават-

тних iнтенсивностей лазерного поля у фемтосекундному дiапазонi (Vulcan 10,

ELI).

Таким чином, поставленi поставленi в дисертацiйному дослiдженнi завда-

ння можна вважати виконаними. В роботi пiдкреслено наукову новизну отри-

маних результатiв, їх практичну значимiсть та можливiсть експериментальної

перевiрки передбачених ефектiв та нових закономiрностей в фiзичних процесах

в iмпульсному полi лазера в рамках мiжнародних проєктiв.
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103. Velez F. C., Kamiński J. Z., Krajewska K. Electron scattering processes in non-

monochromatic and relativistically intense laser fields. Atoms. 2019. Vol. 7,

No. 1. P. 1–36.

104. Denisov M. M., Fedorov M. V. Bremsstrahlung effect on relativistic electrons

in a strong radiation field. Sov. Phys. JETP. 1968. Vol. 26. P. 779–783.

105. Бункин Ф. В., Казаков А. Е., Федоров М. В. Взаимодействие интенсивно-

го оптического излучения со свободными электронами (нерелятивистский

случай). Усп. физ. наук. 1972. Т. 107, № 8. С. 559–593.

106. Kroll N. M., Watson K. M. Charged-particle scattering in the presence of a

strong electromagnetic wave. Physical Review A. 1973. Vol. 8, No. 2. P. 804–

809.

107. Berson I. J. Multiphoton ionization and stimulated bremsstrahlung radiation

in the case of short-range potentials. J. Phys., B (London). 1975. Vol. 8:18.

P. 3078–3088.

108. Gersten J. I., Mittleman M. H. Eikonal theory of charged-particle scattering

in the presence of a strong electromagnetic wave. Physical Review A. 1975.

Vol. 12, No. 5. P. 1840–1845.



267

109. Gersten J. I., Mittleman M. H. The shift of atomic states by laser fields.

Journal of Physics B: Atomic and Molecular Physics. 1976. Vol. 9, No. 15.

P. 2561–2572.

110. Mittleman M. H. Electron scattering from atoms in the presence of a laser

field. II. Physical Review A. 1976. Vol. 14, No. 4. P. 1338–1344.

111. Gersten J. I., Mittleman M. H. Electron scattering from atoms in the presence

of a laser field. Physical Review A. 1976. Vol. 13, No. 1. P. 123–130.

112. Mittleman M. H. Electron scattering from atoms in the presence of a laser

field. III. Physical Review A. 1977. Vol. 16, No. 4. P. 1549–1551.

113. Mittleman M. H. Electron scattering from atoms in the presence of a laser

field. IV. Physical Review A. 1978. Vol. 18, No. 2. P. 685–688.

114. Mittleman M. H. Potential scattering of charged particles in the field of a

low-frequency laser. Physical Review A. 1979. Vol. 19, No. 1. P. 134–138.

115. Karapetyan R. V., Fedorov M. V. Influence of a strong electromagnetic wave on

stimulated bremsstrahlung of electrons. Soviet Journal of Quantum Electroni-

cs. 1977. Vol. 7, No. 10. P. 1260–1266.

116. Bunkin F. V, Fedorov M. V., Karapetyan V., Fedorov M. V. Polarization

effects in the photoionization of atoms. Zh. Eksp. Teor. Fiz. 1978. Vol. 75.

P. 827–833.

117. Daniele R., Ferrante G. Particle scattering in the presence of a spatially

inhomogeneous laser field. Journal of Physics B: Atomic and Molecular Physi-

cs. 1981. Vol. 14, No. 6. P. L213–L218.
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ДОДАТОК А

ОСНОВНI ВЛАСТИВОСТI СПЕЦIАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ

Спецiальнi функцiї 𝐿𝑛 , якi визначають ймовiрнiсть багатофотонних про-

цесiв, у загальному випадку елiптичної поляризацiї лазерної хвилi мають за-

гальний iнтегральний вид

𝐿𝑛 (𝜙) ≡ 𝐿𝑛 (𝛾 (𝜙) , 𝜒, 𝛽 (𝜙)) =

=
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

exp{𝑖 (−𝑛𝜑+ 𝛾 (𝜙) sin (𝜑− 𝜒) + 𝛽 (𝜙) sin 2𝜑)} 𝑑𝜑.
(А.1)

В багатьох випадках такий вигляд незручний для аналiтичного дослiдження.

Цi функцiї можуть бути представленi у виглядi розвинення в ряди по функцiях

Бесселя цiлого порядку, властивостi яких детально викладенi, наприклад, в

книзi [68]:

𝐿𝑛 = exp (−𝑖𝑛𝜒)
∞∑︁

𝑠=−∞
exp (2𝑖𝑠𝜒) 𝐽𝑛−2𝑠 (𝛾) 𝐽𝑠 (𝛽) . (А.2)

Таким чином вдається роздiлити залежнiсть вiд рiзних параметрiв. Окрiм цьо-

го, спецiальнi функцiї 𝐿𝑛 набувають основних властивостей функцiй Бесселя

цiлого порядку, зокрема значення функцiї стрiмко прямує до нуля, коли її по-

казник бiльший за аргумент. Нагадаємо, що показник 𝑛 визначає кiлькiсть

фотонiв у вимушених процесах випромiнювання та поглинання, тодi значен-

ня аргументу визначає характерну область для числа фотонiв, а сам аргумент

вiдiграє роль параметра багатофотонностi для дослiджуваного процесу.

У часткових випадках циркулярної та лiнiйної поляризацiї загальний вираз

(А.2) суттєво спрощується.

а) Лiнiйна поляризацiя: 𝛿 = 0 ⇒ 𝜒 = 0 .

Оскiльки фаза дорiвнює нулю, то функцiї 𝐿𝑛 – дiйснi i мають вигляд:

𝐿𝑛 (0, 𝛾, 𝛽) ≡ 𝐽𝑛 (𝛾, 𝛽) =
∞∑︁

𝑠=−∞
𝐽𝑛−2𝑠 (𝛾) 𝐽𝑠 (𝛽) . (А.3)
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У цьому випадку функцiї 𝐿𝑛 переходять у, так званi, узагальненi функцiї Бес-

селя 𝐽𝑛 (𝛾, 𝛽) , що були детально вивченi Рiссом [63].

б) Циркулярна поляризацiя: 𝛿2 = 1 ⇒ 𝛽 = 0 . Згiдно властивостей функцiї

Бесселя : 𝐽𝑠 (0) = 𝛿𝑠,0 , тому сума по 𝑠 згортається i

𝐿𝑛 (𝜒, 𝛾, 0) = exp (−𝑖𝑛𝜒) 𝐽𝑛 (𝛾) . (А.4)

Таким чином, для циркулярної поляризацiї хвилi функцiя 𝐿𝑛 (𝜒, 𝛾, 0) з точнi-

стю до фазового множника exp(−𝑖𝑛𝜒) спiвпадає з функцiєю Бесселя цiлого

порядку, а квадрат модуля функцiї 𝐿𝑛 спiвпадає з квадратом функцiї Бесселя:

|𝐿𝑛 (𝜒, 𝛾, 0)|2 = 𝐽2
𝑛 (𝛾) . (А.5)

Легко бачити, що в загальному випадку елiптичної поляризацiї |𝐿𝑛| ≠

|𝐿−𝑛| . Тобто, вимушенi процеси з випромiнюванням фотонiв не рiвноймовiрнi з

процесами поглинання такої ж кiлькостi фотонiв. Винятком є випадком цирку-

лярної поляризацiї, коли процеси випромiнювання i поглинання рiвноймовiрнi:

|𝐿𝑛 (𝜒, 𝛾, 0)| = |𝐿−𝑛 (𝜒, 𝛾, 0)| = 𝐽𝑛 (𝛾) , (А.6)

за умови, що аргумент функцiї Бесселя не залежить вiд показника 𝛾 ̸= 𝛾 (𝑛) .

Використовуючи iнтегральне представлення для функцiї 𝐿𝑛 (А.1), нескла-

дно отримати формулу додавання:

∞∑︁
𝑠=−∞

𝐿*
𝑛+𝑠 (𝜒1, 𝛾1, 𝛽1) · 𝐿𝑠 (𝜒2, 𝛾2, 𝛽2) = 𝐿𝑛 (𝜒, 𝛾, 𝛽) , (А.7)

де аргументи функцiї, яку отримуємо в результатi пiдсумовування, визначаю-

ться наступними виразами:

𝛾 =
√︁
𝛾21 + 𝛾22 − 2𝛾1𝛾2 cos (𝜒1 − 𝜒2), (А.8)
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tan𝜒 =
𝛾2 sin𝜒2 − 𝛾1 sin𝜒1

𝛾2 cos𝜒2 − 𝛾1 cos𝜒1
, (А.9)

𝛽 = 𝛽2 − 𝛽1. (А.10)

Наслiдки з формули додавання (А.7):

а) для 𝑛 = 0 отримаємо:

∞∑︁
𝑠=−∞

𝐿*
𝑠 (𝜒1, 𝛾1, 𝛽1) · 𝐿𝑠 (𝜒2, 𝛾2, 𝛽2) = 𝐿0 (𝜒, 𝛾, 𝛽) , (А.11)

б) для 𝑛 = 0 i 𝜒1 = 𝜒2 , 𝛾1 = 𝛾2 , 𝛽1 = 𝛽2 :

∞∑︁
𝑠=−∞

|𝐿𝑠 (𝜒1, 𝛾1, 𝛽1)|2 = 1. (А.12)

Слiд зазначити, що вирази (А.7)-(А.12) справедливi, якщо аргументи фун-

кцiй 𝐿𝑠 не залежать вiд iндексу пiдсумовування 𝑠 .

Справедливе також рекурентне спiввiдношення для функцiй з близькими

iндексами в наступному виглядi

2𝑛𝐿𝑛 = 𝛾
[︀
𝑒−𝑖𝜒 · 𝐿𝑛−1 + 𝑒𝑖𝜒 · 𝐿𝑛+1

]︀
+ 2𝛽 [𝐿𝑛−2 − 𝐿𝑛+2] . (А.13)

Основнi властивостi спецiальних функцiй 𝐿𝑛 були вивченi в роботi [67]. В

дещо iншому виглядi вони вивчалися в рiзних роботах, зокрема в оглядi Рiтуса

та Нiкiшова [2]. В роботi [67] також детально описуються спецiальнi функцiї

𝐼𝑛1𝑛2
, що визначають ймовiрностi вимушених процесiв випромiнювання та по-

глинання при проходженнi процесiв КЕД в зовнiшньому полi двох спiвнаправ-

лених свiтлових хвиль. Цi спецiальнi функцiї у загальному випадку елiптичної

поляризацiї лазерних хвиль мають загальний iнтегральний вид

𝐼𝑛1𝑛2
≡ 𝐼𝑛1𝑛2

(𝜒1, 𝛾1, 𝛽1;𝜒2, 𝛾2, 𝛽2;𝛼+, 𝛼−, 𝜏+, 𝜏−) =

=
1

(2𝜋)2

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙1

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙2 exp [𝑖 (𝑆 ′ − 𝑛1𝜙1 − 𝑛2𝜙2)] ,
(А.14)
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тут класична дiя 𝑆 ′ виражається так

𝑆 ′ (𝜙1, 𝜙2) = 𝛾1 sin (𝜙1 − 𝜒1) + 𝛾2 sin (𝜙2 − 𝜒2) + 𝛽1 sin 2𝜙1 + 𝛽2 sin 2𝜙2+

𝛼+ sin (𝜙1 + 𝜙2 − 𝜏−) + 𝛼− sin (𝜙1 − 𝜙2 − 𝜏+)

(А.15)

У випадку iмпульсного характеру лазерного поля в квазiмонохроматичному на-

ближеннi аргументи слабко залежать вiд фази свiтлових хвиль. Пiдкреслимо,

що параметри 𝛼± визначають iнтерференцiйнi процеси при вимушеному погли-

наннi або випромiнюваннi фотонiв обох хвиль, a параметри 𝛾𝑗, 𝛽𝑗 – визначають

вимушенi процеси випромiнювання i поглинання фотонiв першої та другої хвилi

незалежно один вiд одного.

Вiд iнтегрального представлення для функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
(А.14) можна перейти

до вигляду розвинення в ряди за функцiями Бесселя:

𝐼𝑛1𝑛2
=

∞∑︁
𝑠=−∞

∞∑︁
𝑠′=−∞

exp [−𝑖 (𝑠 · 𝜏− + 𝑠′ · 𝜏+)] · 𝐽𝑠 (𝛼+) 𝐽𝑠′ (𝛼−)×

×𝐿𝑛1−𝑠−𝑠′ (𝜒1, 𝛾1, 𝛽1)𝐿𝑛2−𝑠+𝑠′ (𝜒2, 𝛾2, 𝛽2)

(А.16)

тут функцiї 𝐿 визначаються параметрами першої та другої хвилi i даються

виразом (2.137).

З виразу (А.16) видно, що при |𝛼±| ≪ 1 функцiї 𝐼𝑛1𝑛2
розкладаються на

добуток функцiй 𝐿 , що визначають поглинання або випромiнювання фотонiв

першої та другої хвилi

|𝛼±| ≪ 1 ⇒ 𝐼𝑛1𝑛2
= 𝐿𝑛1

(𝜒1, 𝛾1, 𝛽1) · 𝐿𝑛2
(𝜒2, 𝛾2, 𝛽2) . (А.17)

Таким чином, електрон випромiнює i поглинає фотони першої та другої хвилi

незалежно.

Представленi вирази для спецiальних функцiй суттєво спрощуються для

циркулярних поляризацiй обох хвиль: 𝛿21 = 𝛿22 = 1 ⇒ 𝛽1 = 𝛽2 = 0 :
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𝐼𝑛1𝑛2
= e−𝑖(𝑛1𝜒1+𝑛2𝜒2)

∞∑︁
𝑠=−∞

e−𝑖𝑠(𝜒1±𝜒2−Δ)𝐽𝑠 (𝛼±) 𝐽𝑛1−𝑠 (𝛾1) 𝐽𝑛2∓𝑠 (𝛾2) . (А.18)

При цьому реалiзується тiльки одне з двох можливих значень iнтерференцiйно-

го параметра 𝛼± . Знак «–» вiдповiдає значенням параметрiв елiптичностi 𝛿1,2
одного знаку (вектори напруженостi поля обертаються в одному напрямi вiд-

носно вiсi поширення хвиль), вiдповiдно знак «+» – значенням рiзного знаку,

коли вектори напруженостi поля обертаються в протилежних напрямах. Отже,

у випадку циркулярної поляризацiї обох хвиль вираз для 𝐼𝑛1𝑛2
iстотно спрощу-

ється, так як замiсть подвiйної суми маємо лише одну суму по 𝑠 , а функцiї 𝐿

переходять у функцiї Бесселя.

Вирази для випадку лiнiйної поляризацiї, формули додавання та рекурен-

тнi спiввiдношення для спецiальних функцiй 𝐼𝑛1𝑛2
з вiдповiдними коментарами

можна знайти в роботi [67].
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ДОДАТОК Б

ПЕРЕХIД ДО СТАЦIОНАРНОЇ ТЕОРIЇ РОЗСIЮВАННЯ

Одним з найважливiших питань вiдносно дослiдження фiзичних квантових

процесiв в присутностi iмпульсного електромагнiтного поля є обґрунтування

застосовностi стацiонарної теорiї розсiювання, яка насправдi справедлива при

розглядi в промiжку часу (−∞,+∞) . Має сенс говорити тiльки про фiзично

великi часи спостереження, якi багато бiльше характерної часу формування

дослiджуваного процесу. При розглядi лазер-iндукованих процесiв, що протiка-

ють лише за присутностi поля, кiлькiсть подiй можна обчислити в рамках стан-

дартної теорiї розсiювання. Iнша справа для дослiдження лазер-модифiкованих

процесiв. Так, наприклад, оскiльки процес розсiювання електрона на ядрi може

мати мiсце i за вiдсутностi зовнiшнього лазерного поля, то спостереження про-

тягом часу бiльшого, нiж тривалiсть iмпульсу приведе до пригнiчення впливу

iмпульсної хвилi. Дiйсно, в цьому випадку, як видно з виразу для ймовiрностi

вимушеного випромiнювання та поглинання електроном фотонiв iмпульсного

лазерного поля з огинаючою функцiєю у виглядi функцiї Гауса,

𝑊𝑙 =
1

𝜌

∫︁ 𝜌

0

𝑑𝜑 · 𝐽2
𝑙 (𝛾0 · 𝑔 (𝜑)) , 𝑔 (𝜑) = exp

(︀
−𝜑2

)︀
, 𝜑 ≡ 2𝜙

𝜔𝜏
, 𝜌 ≡ 𝑇

𝜏
, (Б.1)

при 𝜌 → ∞ ймовiрнiсть 𝑊𝑙 → 0 , за винятком парцiального процесу 𝑙=0 .

Спiввiдношення мiж часом спостереження i тривалiстю iмпульсу 𝜌 (Б.1) є iн-

тервалом усереднення ймовiрностi вимушених процесiв в iмпульсному полi.

Для прикладу розглянемо процес розсiювання електрона на ядрi в зовнi-

шньому електромагнiтному полi, коли зовнiшнє поле являє собою набiр еле-

ктромагнiтних iмпульсiв, що перiодично поширюються один за одним. Завдяки

швидкому спаданню функцiї Гауса, таке поле можна описати 4-потенцiалом

(1.8) з огинаючою функцiєю в наступному виглядi

𝑔
(︁ 𝜙
𝜔𝜏

)︁
=

𝑁∑︁
𝑟=−𝑁

exp

[︃
−
(︂

2 (𝜙− 𝑟𝜔𝑇 )

𝜔𝜏

)︂2
]︃
, (Б.2)
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тут 𝜔𝑇 – промiжок часу мiж сусiднiми електромагнiтними iмпульсами; 2𝑁+1

– загальне число iмпульсiв. Ймовiрнiсть ВГВП електрона на ядрi в полi з оги-

наючою функцiєю (Б.2) отримаємо iз загального виразу (Б.1):

𝑊𝑙 = lim
𝐴→∞

1

2𝐴

𝐴∫︁
−𝐴

𝐽2
𝑙

{︃
𝛾0

𝑁∑︁
𝑟=−𝑁

exp

[︃
−
(︂

2 (𝜙− 𝑟𝜔𝑇 )

𝜔𝜏

)︂2
]︃}︃

𝑑𝜙. (Б.3)

Зробимо замiну змiнної iнтегрування 𝜑 = 2𝜙/𝜔𝜏 . Врахуємо, що загальна

тривалiсть зовнiшньої хвилi є (2𝑁 + 1)𝜔𝑇 , а максимальне i мiнiмальне значе-

ння для змiнної 𝜑 є вiдповiдно 𝜑max = (2𝑁 + 1) 𝜌 , 𝜑min = − (2𝑁 + 1) 𝜌 . Для

ймовiрностi ВГВП отримаємо

𝑊𝑙 = lim
𝑁→∞

1

2 (2𝑁 + 1) 𝜌

(2𝑁+1)𝜌∫︁
−(2𝑁+1)𝜌

𝐽2
𝑙

{︃
𝛾0

𝑁∑︁
𝑟=−𝑁

exp
[︁
− (𝜑− 2𝑟𝜌)2

]︁}︃
𝑑𝜑. (Б.4)

Оскiльки на кожному iнтервалi 2𝜌 по змiнної 𝜑 вклад в iнтеграл дає тiльки

один з iмпульсiв зовнiшнього поля (один доданок в сумi (Б.4)), то ймовiрнiсть

може бути перетворена до вигляду

𝑊𝑙 = lim
𝑁→∞

1

2 (2𝑁 + 1) 𝜌

𝑁∑︁
𝑟=−𝑁

(2𝑟+1)𝜌∫︁
(2𝑟−1)𝜌

𝐽2
𝑙

{︁
𝛾0 exp

[︁
− (𝜑− 2𝑟𝜌)2

]︁}︁
𝑑𝜑. (Б.5)

Виконаємо для кожного з iнтегралiв iз суми у виразi (Б.5) ще одну замiну

змiнних 𝜑′ = 𝜑− 2𝑟𝜌 та отримаємо наступний вираз

𝑊𝑙 = lim
𝑁→∞

1

2 (2𝑁+1)𝜌

𝑁∑︁
𝑟=−𝑁

𝜌∫︁
−𝜌

𝐽2
𝑙

{︀
𝛾0 exp

(︀
−𝜑′2

)︀}︀
𝑑𝜑′ =

1

𝜌

𝜌∫︁
0

𝐽2
𝑙

{︀
𝛾0 exp

(︀
−𝜑′2

)︀}︀
𝑑𝜑′.

(Б.6)

Вираз для ймовiрнiсть ВГВП електрона на ядрi в iмпульсному полi (Б.6) в то-

чностi збiгається з (Б.1). Таким чином, в випадку коли зовнiшнє поле є низкою

послiдовних електромагнiтних iмпульсiв, параметр 𝜌 набуває фiзичного змiсту

вiдношення промiжку часу мiж сусiднiми iмпульсами до характерної довжини
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одного iмпульсу.

Слiд зазначити, що для бiльшостi сучасних лазерних систем, що працюють

в iмпульсному режимi, пiкосекундним iмпульсам вiдповiдає частота повторення

близько ∼ 106 Гц, тобто вiдношення промiжку часу мiж сусiднiми iмпульсами

до характерної довжинi iмпульсу досить велике ∼ 106 . За таких умов, вплив

iмпульсного лазерного поля на процес зафiксувати вкрай складно. Проте iн-

тервал усереднення ймовiрностi вимушених процесiв в реальних експериментах

може визначатися вiдношеннями iншими параметрiв до характерної довжинi

iмпульсу (тривалiсть пучка електронiв, часова роздiльна здатнiсть детекторної

системи).

Таким чином, використовуючи огинаючу функцiю у виглядi (Б.2), де па-

раметр 𝑇 вибирається для умов конкретного експерименту та узгоджений з

тривалiстю лазерного iмпульсу, вплив зовнiшнього поля на кутовi та енерге-

тичнi розподiли частинок в кiнцевому станi може бути розрахований в рамках

стацiонарної теорiї розсiювання.
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ДОДАТОК В

ВИПАДОК КРАТНИХ ЧАСТОТ ЛАЗЕРНИХ ХВИЛЬ

Розвинена в роботi методика дозволяє отримати амплiтуду процесiв КЕД

в полi двох iмпульсних лазерних хвиль за умов квазiмонохроматичностi

хвиль (2.87) та помiрно сильної iнтенсивностi (2.109) у виглядi суми по парцi-

альним компонентам

𝑆𝑖𝑓 =
∞∑︁

𝑛1=−∞

∞∑︁
𝑛2=−∞

𝑆𝑛1𝑛2
. (В.1)

Тут кожна з парцiальних амплiтуд 𝑆𝑛1𝑛2
вiдповiдає парцiальним процесам, ко-

ли частинки випромiнють (𝑛1,2 > 0 ) чи поглинають (𝑛1,2 < 0 ) 𝑛1 фотонiв

першої хвилi та 𝑛2 фотонiв другої хвилi. При цьому кожному парцiальному

процесу вiдповiдає наближений закон збереження енергiї

𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝐸𝐿 ∼ 𝜔1,2 ·
1

𝜔1,2𝜏1,2
≪ 𝜔1,2, 𝐸𝐿 ≡ 𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2, (В.2)

де 𝐸𝑖, 𝐸𝑓 – сумарна енергiя частинок в початковому та кiнцевому станi, вiд-

повiдно; 𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2 енергiя, що випромiнюється чи поглинається з поля ча-

стинками пiд час змiни свої станiв. У випадку бiльш сильного iмпульсного поля,

коли пондеромотоними поправками знехтувати не можна, умова (В.2) має бiльш

складну структуру i про закон збереження енергiї мова вже не йде.

Зазначимо, що методика отримання амплiтуди у виглядi (В.1) не накла-

дає суттєвих обмежень на вiднощення частот 𝑙 ≡ 𝜔1/𝜔2 . Для зручностi лише

вибрано 𝑙 > 1, 𝜔1 > 𝜔2 , що не принципово. Для отримання диференцiально-

го перерiзу розсiювання iз явного аналiтичного виду амплiтуди процесу в полi

двох iмпульсних лазерних хвиль (В.1) можна скористатися стандартним пiдхо-

дом [9]:

𝑑𝜎 =
𝑑𝑊

𝑇 · 𝑣𝑖
= |𝑆𝑓𝑖|2

𝑑3p𝑓

(𝑇𝑣𝑖 · 2𝜋)3
=

∞∑︁
𝑛1,𝑛2=−∞

𝑆𝑛1𝑛2
·

∞∑︁
𝑛′
1,𝑛

′
2=−∞

𝑆*
𝑛′
1𝑛

′
2

𝑑3p𝑓

(𝑇𝑣𝑖 · 2𝜋)3
. (В.3)
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Тут 𝑇 – деякий порiвняно великий (𝜔1,2𝑇 & 𝜔1,2𝜏1,2 ≫ 1 ) час спостережен-

ня, швидкiсть 𝑣𝑖 за рахунок вибору нормування хвильових функцiй виражає

густину потоку падаючих частинок.

Саме при обчисленнi диференцiального перерiзу розсiювання (В.3) вини-

кає умова на вiдношення частот 𝑙 , оскiльки при його цiлому значеннi закон

збереження буде вiдповiдати не конкретному значенню цiлих чисел 𝑛1, 𝑛2 , а

вже певному їх набору:

𝐸𝐿 = 𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2 = (𝑙𝑛1 + 𝑛2)𝜔2 →
𝐸𝐿

𝜔2
= (𝑙𝑛1 + 𝑛2), 𝑛2 = 𝑙(1 − 𝑛1). (В.4)

Таким чином, у випадку кратних частот слiд враховувати iнтерференцiю мiж

парцiальними компонентами амплiтуди, що вiдповiдають набору 𝑛1, 𝑛2 = 𝑙(1−
𝑛1) (В.4). Цей випадок звичайно цiкавий, але не входить в перелiк поставлених

в дослiдженнi задач.

Ми розглядаємо випадок не кратних частот, коли величина 𝑙 є нецiле до-

датнє число бiльше одиницi. Враховуючи це та беручи до уваги, що за умови

квазiмонохроматичностi лазерних хвиль (2.87) при обчисленнi сум в (В.3) вне-

сок доданкiв з числами 𝑛′1,2 ̸= 𝑛1,2 – малий, можемо отримати диференцiальний

перерiз процесу в полi двох iмпульсних хвиль у виглядi суми по парцiальним

компонентам:

𝑑𝜎 =
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑑𝜎𝑛1𝑛2
, 𝑑𝜎𝑛1𝑛2

= 𝑑𝜎(*)𝑛1𝑛2
·𝑊𝑛1𝑛2

. (В.5)

Тут 𝑑𝜎𝑛1𝑛2
– парцiальний диференцiальний перерiз процесу в полi двох iмпуль-

сних лазерних хвиль, що вiдповiдає випромiнюванню чи поглинанню певної

кiлькостi фотонiв першої та другої хвилi. Лазер-модифiкований перерiз 𝑑𝜎(*)𝑛1𝑛2

процесу переходить у перерiз за вiдсутностi зовнiшнього поля, якщо знехтува-

ти енергетичними поправками 𝐸𝑙 по зовнiшньому лазерному полю. Функцiя

𝑊𝑛1𝑛2
визначає ймовiрностi вимушених процесiв випромiнювання та поглинан-

ня 𝑛1 фотонiв першої та 𝑛2 фотонiв другої хвилi.

Слiд зазначити, що, як показано в дисертацiйному дослiдженнi, в особли-
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вих кiнематичних областях ймовiрностi вимушених процесiв можуть набувати

суттєвого перерозподiлу. Наприклад, в iнтерференцiйнiй областi, де спостерiга-

ється кореляцiя у вимушених процесах випромiнювання та поглинання фотонiв

першої та другої хвилi, на малих кутах розсiювання та за резонансних умов.

В цих випадках, коли з набору значень чисел фотонiв (В.4) переважає один

парцiальний процес, внесок вiд iнтерференцiї парцiальних амплiтуд буде ма-

лий. Таким чином, науковi результати отриманi в цих особливих кiнематичних

областях можуть бути поширенi на випадок кратних частот.
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