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�
	Рассмотрены математические модели для решения задач моделирования динамики пучка и оптимизации геометрии электродов в ускоряюще-фокусирующих системах. Представленные модели применимы как для структуры с пространственно-однородной квадрупольной фокусировкой (ПОКФ), так и для структуры с переменно-фазовой фокусировкой (ПФФ).


	Математические и вычислительные трудности, возникающие при моделировании пучков высокой плотности могут быть преодолены при использовании различных упрощенных моделей пучка. Если предположить, что продольное движение не зависит от поперечного, а поперечные компоненты внешних сил, действующих на частицу линейны по поперечным координатам, то можно рассматривать продольные и поперечные координаты отдельно, причем в качестве поперечных рассматривать координаты, характеризующие сразу некоторую совокупность частиц, которую можно рассматривать как макрочастицу. Это приводит к значительному упрощению модели управления с точки зрения ее численной реализации.�


МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ


	В простейшем случае модель управления будет иметь вид


� EMBED Equation.2  ���	(1)


где � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - векторы, характеризующие продольное и поперечное движение соответственно, � EMBED Equation.2  ��� - вектор управления, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Предполагается, что начальные значения � EMBED Equation.2  ��� заполняют некоторое компактное множество � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


	Задача состоит в том, чтобы минимизировать функционал, зависящий от промежуточной и конечной плотностей распределении макрочастиц:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,	(2)


где � EMBED Equation.2  ��� - образ множества � EMBED Equation.2  ��� в силу системы, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� - некоторые интегрируемые по � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и дифференцируемые по � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� функции, характеризующие качество пучка, � EMBED Equation.2  ��� - плотность распределения частиц, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.


	Для решения этой задачи мы можем применить общий подход [1], принимая во внимание, что интеграл по некоторым компонентам фазового вектора, а именно X, сводится к самому значению подинте-гральной функции при некотором значении � EMBED Equation.2  ���, являющемся решением уравнений динамики.


	Метод оптимизации основан на аналитическом выражении для вариации функционала, который в данном случае примет вид:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,	(3)


где � EMBED Equation.2  ���. Далее, � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���. Аналогично определяется и � EMBED Equation.2  ���. Входящие сюда вспомогательные формы � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и функция � EMBED Equation.2  ��� удовлетворяют дифференциальным уравнениям и конечным условиям:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


	Заметим, что правые части системы (1) могут включать в себя интегральные члены, описывающие взаимодействие макрочастиц. В этом случае структура правых частей дифференциальных уравнений для � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� сохраняется, но в них также будут присутствовать соответствующие интегральные члены.


МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ ПУЧКА


	Предположим, что в канал с ПОКФ входит однородный по продольной координате � EMBED Equation.2  ��� пучок эллиптического сечения, причем продольные скорости всех частиц одинаковы и не зависят от поперечных координат и скоростей. Такой пучок удобно аппроксимировать набором бесконечно тонких эллиптических дисков, в начальный момент равномерно распределенных на отрезке � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� в фазовой плоскости продольного движения (� EMBED Equation.2  ��� - приведенная энергия, � EMBED Equation.2  ��� - фаза). Каждый тонкий диск представляется некоторой точкой этого отрезка. В последующие моменты времени отрезок искривляется и закручивается вокруг частицы, называемой синхронной частицей. Уравнения продольной динамики тонких дисков имеют вид


� EMBED Equation.2  ���	(4)


Здесь � EMBED Equation.2  ��� - безразмерная продольная координата, � EMBED Equation.2  ��� - длина волны, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� - заряд и масса покоя частиц пучка, � EMBED Equation.2  ��� - амплитуда потенциала между электродами, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - период модуляции электродов, � EMBED Equation.2  ��� - эффективность ускорения, � EMBED Equation.2  ��� - фаза модуляции, для которой мы имеем дополнительное уравнение


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� есть фаза синхронной частицы относительно фазы пространственной модуляции электродов.


	Член � EMBED Equation.2  ��� обусловлен продольным действием собственного поля пучка и определяется из выражения для продольной компоненты электрического поля, действующего на i-й диск со стороны k-го, усредненной по диску:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


	Здесь � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - заряд, средний радиус и продольная координата i-го тонкого диска, � EMBED Equation.2  ��� - апертура канала. Будем также предполагать, что уравнения поперечной динамики частиц пучка линейны и что движения вдоль осей � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� независимы:


� EMBED Equation.2  ���,	� EMBED Equation.2  ���.


	Тогда, если в начальный момент времени частицы заполняют в плоскостях � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� некоторые эллипсы, то и во все последующие моменты частицы будут заполнять эллипсы, которые описываемые симметричными матрицами � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. При этом поперечную динамику пучка можно описать с помощью 6 переменных, являющихся элементами матриц, обратных к матрицам � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Эти переменные имеют простой смысл: � EMBED Equation.2  ��� - это максимальные значения � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - максимальные значения � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - площади эллипсов, занимаемых частицами в плоскостях� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� соответственно (с точностью до коэффициента � EMBED Equation.2  ���).


	Уравнения для � EMBED Equation.2  ��� имеют вид:


� EMBED Equation.2  ���		


Для канала с ПОКФ [2]


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���, a � EMBED Equation.2  ��� - коэффициент, учитывающий собственное поле пучка.


	В рамках модели тонких эллиптических дисков � EMBED Equation.2  ��� можно взять в виде:


� EMBED Equation.2  ���.


Суммирование ведется по всем дискам, попавшим в некоторый интервал длиной � EMBED Equation.2  ���, содержащий рассматриваемый диск. Сумма возникает из-за перемешивания дисков вдоль оси � EMBED Equation.2  ���.


	В качестве компонент вектора управления можно взять следующие три функции: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Итак, уравнения динамики для канала с ПОКФ аналогичны уравнениям (1).


	Что касается структуры с ПФФ, то уравнения продольного движения частиц имеют вид


� EMBED Equation.2  ���		(5)


где � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ��� - продольная компонента электрического поля, для которой можно брать различные модели, простейшие из которых -это кусочно-постоянная или кусочно-линейная функции.


	Уравнения поперечного движения частиц в простейшем случае также линейны


� EMBED Equation.2  ���


Здесь � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - радиальная координата, � EMBED Equation.2  ��� - член, учитывающий собственное поле пучка. Как и для уравнений динамики в канале с ПОКФ здесь можно ввести аналогичные переменным � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� переменные, но относящиеся к радиальному движению и характеризующие некоторые макрочастицы. Управление здесь имеет одну компоненту � EMBED Equation.2  ���. Таким образом, уравнения динамики имеют вид (1).


ЧИСЛЕННАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ


	Как для канала с ПОКФ так и для канала с ПФФ мы можем использовать приведенную выше математическую модель управления. При этом возможен широкий выбор функционалов, характеризующих качество пучка, например, квадратичных функционалов или функционалов типа штрафных функций.


	Техника оптимизации основана на переходе от бесконечного пространства управляющих функций к конечномерному в результате аппроксимации управляющих функций кусочно-постоянными или кусочно-линейными функциями и вычислении градиента функционала по управляющим параметрам на основе выражения для вариации функционала (2). Численная реализации включает также замену интегрирования суммированием и рассмотрение уравнений динамики для дискретного множества вместо множества � EMBED Equation.2  ���.


	На основе изложенных методов была разработана компьютерная программа оптимизации. Результаты ее тестирования на известных структурах с частотами 148,5 МГц и 433 МГц удовлетворительны с точки зрения моделирования динамики пучка. Что касается оптимизации, то здесь программа позволяет произвести спуск из некоторой исходной точки многомерного пространства параметров в точку локального минимума функционала, которая не всегда допустима. Поэтому работа с программой требует достаточно хорошего выбора начальной точки и использования различных функционалов в процессе оптимизации.


	С использованием указанной программы проводились и в настоящее время проводятся работы по выбору ускоряющей структуры высокочастотного линейного ускорителя для получения изотопов, применяемых в системе позитронно-эмиссионной томографии.


	В качестве примера структур, полученных в результате оптимизации, приведем следующие (см. табл.1,2).


Табл. 1. Параметры структуры с ПОКФ.


Ускоряемые частицы�
D+ или D-�
�
Рабочая частота�
433 МГц�
�
Энергия ионов D+ на входе�
60 кэВ�
�
Энергия ионов D+ на выходе�
2 МэВ�
�
Ток в импульсе�
до 20 мА�
�
Конечная синхронная фаза�
30 град�
�
Средний радиус апертуры�
3.5 мм�
�
Напряжение на электродах�
98 кВ�
�
Длина электродов�
3 м�
�
Коэффициент захвата�
80 %�
�
Эмиттанс на входе (норм.)�
5(10-7 рад(м�
�
Эмиттанс на выходе (норм.)�
8(10-6 рад(м�
�
Табл. 2. Параметры структуры с ПФФ.


Ускоряемые частицы�
D+ или D-�
�
Рабочая частота�
433 МГц�
�
Энергия ионов D+ на входе�
2 МэВ�
�
Энергия ионов D+ на выходе�
5 (8) МэВ�
�
Число зазоров�
44(73)�
�
Длина резонатора�
1.1 (2.02) м�
�
Рост радиуса апертуры�
от 3 до 6 мм�
�
Максимальное поле на оси�
170 к В/см�
�
Коэффициент прохождения�
100%�
�
Разброс энергии на выходе�
±0.6%�
�
Эмиттанс на входе (норм.)�
1(10-6 рад(м�
�
Эмиттанс на выходе (норм.)�
7(10-6 рад(м�
�
	Приведенные здесь структуры до их оптимизации давали существенно больший разброс по энергии и поперечным координатам на выходе (в десятки и сотни раз), что говорит об эффективности применяемых методов.
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