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�Введение

Потребность в создании высокомощных ЛУ приводит к необходимости обеспечить транспортировку пучка с предельно низким допустимым интегральным уровнем потерь частиц в канале, который оценивается величиной порядка 10-6-10-7 от значения среднего тока. Обеспечение столь низких потерь при минимальной стоимости ускорителя является одним из основных критериев выбора схемы ЛУ и его параметров. Необходимые для этого pасчёты динамики пучка методом крупных частиц (свыше 107 частиц в данном случае) весьма тpудоёмки и при существующих возможностях ЭВМ требуют огромного времени счёта. Интенсивно развиваемые аналитические методы уступают в точности численному моделированию и наталкиваются на сеpьёзные математические трудности.

Целью данной работы является обоснование смешанного численно-аналитического  метода, который связан с построением аналитических аппроксимаций законов распределения частиц с использованием статистических семиинвариантов, вычисляемых  по результатам численного моделирования траекторий крупных частиц. При этом количество частиц может быть значительно меньшим по сравнению с необходимым для прямого счёта потерь, но достаточным для вычисления статистических макропараметров с высокой точностью.

Анализ эволюции распределения пространственного заряда сгустка частиц в линейном ускорителе

Общеизвестно, что величина нормализованного среднеквадратического эмиттанса пучка наиболее быстро pастёт при низких энергиях, которая сменяется стадией медленного плавного роста при более высоких энергиях. В работе [1] сделан вывод, что распределения, ограниченные в фазовом пространстве, не являются устойчивыми в реальных каналах. Однако, конкретный вид неограниченного стационарного распределения не обоснован. Для отыскания квазистационаpного распределения частиц предлагается использовать термодинамическое описание, обладающее наибольшей широтой и общностью по сравнению с другими физическими подходами [2,3]. В соответствии с принципом максимума энтропии система стремится к состоянию равновесия с наибольшим её значением [4]. Наивысшей энтропией при одинаковом значении дисперсии обладает нормальное (гауссово) распределение. Следовательно, достижение стационарного состояния должно сопровождаться перераспределением плотности пространственного заряда пучка по направлению к закону Гаусса.

Для проверки этой гипотезы предлагается использовать статистические семиинварианты (кумулянты) (k распределения, определяемые разложением характеристической функции Px=M(eiqx) распределения величины x (r - порядок разложения,  q - действительная переменная, изменяющаяся от -Ґ до +Ґ; i-мнимая единица):



� EMBED Equation.2  ���. 

а также коэффициенты асимметрии g1 и эксцесса g2:

� EMBED Equation.2  ���

где mk=M(x-Mx)k- центральные моменты распределения k-ого порядка, а Mx - математическое ожидание. Распределения статистических величин однозначно определяются своими семиинвариантами. Для нормального распределения семиинварианты любого порядка, начиная с третьего, коэффициенты асимметрии и эксцесса равны нулю. Поэтому удобно применить это свойство в качестве критерия на соответствие моделируемого распределения гауссовому. Для первых шести семиинвариантов в справочниках даны соотношения между семиинвариантами и центральными моментами:

c1=m1=Mx

c2=m2=Dx=s2

c3=m3

c4=m4-3m22

c5=m5-10m2m3

c6=m6-15m2m4-10m32+30m23.

Проведено два численных эксперимента по динамике пучка в двух различных структурах с ПОКФ с идеальными фокусирующими полями, но различными режимами формирования сгустков [5,6], по программе PROTON [7] со следующими параметрами: входной ток пучка - 150 мА, начальный фазовый объём - 0,2 см мpад, апертура канала - 1 см, число крупных частиц в одном сгустке - 800, распределение частиц на входе - микроканоническое в поперечном фазовом пространстве и равномерное в продольном с разбросом по энергиям  ±1%, число сгустков - соответственно 3  и 5, пучок поперечно согласован с каналом. В статистику включены все частицы с отклонением продольной координаты Z на bl/2 по обе стороны от синхронной частицы центрального сгустка. Статистическая обработка  проводилась после стандартизации распределения к приведенным координатам x=(Xj-MXj)/sj, где j-номер координатной плоскости.

Результаты pасчётов, представленные на pис.1-2, подтверждают сделанный ранее вывод [8] о продольном сжатии монохроматического пучка, как основной причине резкого роста среднеквадратического эмиттанса в варианте 1 ПОКФ, на что указывает большое положительное значение первичного эксцесса g2z при n»30. За счёт более мягкого режима формирования сгустков в варианте 2  удалось снизить максимальный рост эмиттанса пучка (»1,9 против »2,4), коррелирующий с уменьшением первичного эксцесса g2z. 

Из pис.1-2 видно, что семиинварианты и коэффициенты эксцесса распределений по координатам частиц центрального сгустка сходятся к нулю в обоих вариантах, а поперечные коэффициенты асимметрии флуктуируют около нуля. Отдельные выбросы исследуемых параметров связаны с включением в статистику выпавших из синхронизма частиц и наблюдаются, в основном, в продольной плоскости. Существенно, что наиболее сильно уменьшаются абсолютные значения поперечных семиинвариантов наиболее высокого порядка из числа использованных, но характер спада различен в разных каналах. Это позволяет принять гипотезу о сходимости распределения плотности пространственного заряда в поперечной плоскости к нормальному закону и применить pяды Гpама-Шаpлье и Эджвоpта для введения поправок на ненулевые значения коэффициентов g1 и g2.

Методика определения сверхмалых потерь частиц

Искомая аппроксимация распределения плотности пространственного заряда rx (x) по поперечной координате x имеет вид:

� EMBED Equation.2  ���      (1),

где ju (x)=exp(-x2/2)/Ц2p - плотность стандартизованного нормального распределения. Производные от нормальной функции ju (x) выражаются через многочлены Эрмита:

� EMBED Equation.2  ���                     (2).

Функция rx(x) определяет вероятность нахождения отдельной реальной заряженной частицы пучка на удалении x от его центра и по физическому смыслу должна удовлетворять условию нормировки:

� EMBED Equation.2  ���                                  (3). 

После подстановки выражений (3)  в формулу (2)  оказывается, что интеграл (4) сводится к сумме табличных интегралов вида [9]:

� EMBED Equation.2  ���

при q=0. После несложных алгебраических преобразований нетрудно видеть, что условие нормировки (3) удовлетворяется при любых g1 и g2.


Вычисленные по данным численного моделирования коэффициенты асимметрии g1 и эксцесса g2 подставляются в формулу (1). Интеграл вероятности Rx (x), определяющий число частиц с координатой  меньшей, чем заданная координата x, получается при замене в формуле (1) ju(x) на интеграл вероятности для гауссова распределения Fu(x). Для потерь на уровне 10-7 значение апертуры канала, содержащей требуемое число частиц, по отношению к среднеквадратическому размеру пучка, определённое по формуле (1) при g1<1.0 и g2=0.0, не превышает 6.5s, что на 30% больше, чем для распределения Гаусса Макропараметры чётных порядков воспроизводятся с хорошей точностью (2-5%) при обычном количестве (800) крупных частиц в сгустке. Для достижения высокой точности при исчезающе малых асимметриях необходимо свыше 4000 частиц. При числе частиц меньше 300 статистика обладает низкой устойчивостью. При  |g1|>2, |g2|>0,3 в формуле (1) появляются дополнительные моды распределения. Стандартным способом их устранения является привлечение членов ряда более высоких порядков.

Заключение

Используя принцип максимума энтропии, статистические семиинварианты высоких порядков, коэффициенты асимметрии и эксцесса обоснована методика определения сверхмалых потерь тока пучка в ускорителе высокой мощности, пpоведён анализ результатов численного моделирования динамики пучка с согласованными входными параметрами в структурах с ПОКФ с различным режимом формирования сгустков. Обнаружена сходимость распределения частиц по поперечным координатам к гауссовому закону. Предложена формула четвёртого порядка точности по максимальному порядку центрального момента с применением рядов Грама-Шарлье и Эджворта, аппроксимирующая функцию распределения частиц по координатам в широком классе унимодальных пучков со смещённым ядром и ореолом. Дана предварительная оценка апертурного фактора по допустимому интегральному уровню потерь в идеальном квадрупольном канале. Преимуществами предлагаемого подхода являются высокая чувствительность введённых параметров к изменению распределения частиц, снижение тpудоёмкости pасчётов и математическая простота метода при сохранении разумной точности вычислений.
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 Рис1.1. Зависимость (6  (а), g1 (b) и (2  (с) от номера ячейки (n) в ПОКФ-1 для X-плоскости.
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 Рис1.2. Зависимость (6, g1  и (2  от номера ячейки (n) в ПОКФ-1 для Y-плоскости.
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 Рис1.3. Зависимость (6, g1  и (2  от номера ячейки (n) в ПОКФ-1 для  Z-плоскости.
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Рис1.4.  Зависимость нормализованного эмиттанса (a) и относительного  максимального отклонения частиц (b) от номера ячейки (n) в ПОКФ-1.
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Рис.2.1. Зависимость (6,  g1 и (2 от номера ячейки (n) в ПОКФ-2 для  X-плоскости. 
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 Рис.2.2. Зависимость (6, g1 и (2 от номера ячейки (n) в ПОКФ-2 для  Y-плоскости.  
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Рис.2.3. Зависимость (6, g1 и (2 от номера ячейки (n) в ПОКФ-2 для  Z-плоскости.  
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 Рис.2.4. Зависимость нормализованного эмиттанса (а) и относительного максимального отклонения частиц (b) от номера ячейки (n) в ПОКФ-2.
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